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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)
' te ‘'s-Gravenheage
1e Voordracht: 7 October 1953
Spreker: Prof. Dr S.C.van Veen,

Inleiding: In de voorafgaande cursus hebben wij ons bezig gehouden met

het bepalen van Laplace-transformaties van verschillende (elementaire)
functies, en we hebben met behulp van de gevonden uitkomsten de inverse
transformaties beschouwd. Een algemene methoden van inverse transformatie
is daarbi]j echter nog niet behandeld. Dit onderzoek zal het onderwerp
ultmaken van de beschouwingen in de komende cursus. Bij dit algemene on-
derzoek zal worden gebruik gemaakt van de beginselen der complexe functie-
theorie (contour-integratie, stelling van Cauchy, residuen-rekening).
Verder berust een belangrijk gedeelte op de theorie der Fourler-ontwikke-
lingen, 1.h.b. op de zogenaamde integraal-formule van Fourler. Van deze
laatste theorie zullen de hoofdpunten nu eerst uitvoerig behandeld worden.

1. Het integraaltheorema van Fourier (Heuristische beschouwingswi jze).
Stel dat f(x) periodiek is, met de periode 27 A. Onder zeer algemene
voorwaarden (b.v. de voorwaarden van Dirichlet: het interval (-WA, +TA)
kan in een eindig aantal delen worden verdeeld, zodat in leder deelinter-
val f(x) wmonotoon is) kan f(x) in een Fourier-reeks worden ontwikkeld:

[
= > nx nx
£(x) %ao - - (a, cos ot b, sin = , (1)

. Door termsgewljze integratie (welke wilj voorlopig aannemen als geoorloofd)
volgt: :
+ A

£(t) cos %:i at =Tha_ (n=0,1,2,...)

-wA
+ WA (2)
£(t) sin %\3 dt = wAb, (n = 0,1,2,...)

~w A

Dit zijn de integraalformules van Fourier-Euler.
Substitueren wij de uitkomsten (2) in (1), dan komt er:

AT A
1 | 2 g n(x-t)
f(x) = f(t) at + — f(t) cos dt
( Lr = l; (t) é;; —y (t) co x (3)
- ZaA
Stel :
Bawu, dus 2 =u - u (u. = 0)
A n’ A n+1 n o} :

(3) gaat over in
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+FA

£(x) = :?m j £(t) dt +--2__ (un-ﬂ u ) J. £(t) cos un(x-.t) dat.
WA N
Stel
A
£(t) cos u (x-t) dat = (p (un).
- '
437% 1
£(x) = 52 (u,) +7-,-,-§; (U pquy) @ (1) (%)
Nu laten wij A —sco aangroeien, dus u_, ,-u_ —> O.

n+1 n
f(x), welke ook geschreven kan worden als

23 (germig) @ (5) = 5 () pLs)

gaat dan, als Riemann-som over in

+cQ

+ OO e}
%j(P(U) du =%§ du f f(t) cos u (x-t) dat.
0

N

We zijn alngs deze heuristische weg op het spoor gekomen van:
het integraaltheorema van Fourier: n.l.

f(x) = £;jﬂ du 4f’ £(t) cos u (x-t) dt (5)
0 —co .

maar ook niet meer dan dat, want de voorgaande beschouwingswijze verdient
allerminst de pretent.e van een "mathematisch bew.js". Daarvoor 1s al te
1l chtvaardig omgesprongen met limietovergangen en ontwikkelbaarheid in

i Fourierreeks,

Wij zullen in de volgende paragrafen een strenge afleiding geven van
dit belangrijke theorema, waarbij wij vooral nauwkeurlg de vraag onder
ogen zullen zren, onder welke voldoende voorwaarden dit theorema geldt.

2. De integrasl van Dirichlet,.
Eerst een paar hulpstellingen:
Hulpstelling 1. Voor a > O is

T ~

a
sin x Z J' sin x -
O<f X dx & —T—dx G.
0

0
Bewijs: Duldelijk uit het verloop van de grafiek van Si: X,
Hulpstelling 2. Voor O ¢ a £ b is

gin x \
\f«-—-—-}—c—-——dx ....“:2(}.

&




b
3ewijs: \jb 31n X dx\ _ xjp sin x ax j gin X dx\ é;\ [ sin x axl +
a 0 0 0
a
+H E"‘:.Q—-’f.dx\ = 2.
0
Hulpstelling 3. 0
jSi;‘de=%a
0
Bewijs: bekend (zie vorige cursus).
We beschouwen nu
a
j rx+t) SELRE at a> 0 (6)

!

Hierbij wordt aangenomen, dat de functie f(u) aan de volgende eisen vol-

doet, ‘

1e  f(u) is bepaald in het interval -a-x £ u 4 a-x,
dus f(x+u) is bepasld in -a £ u £ a.

26 Dit interval -a-x { u < a-x kan verdeeld worden in een eindig acntal
deelintervallen, zodat in ieder deelinterval de functie f{u) continu,
monotoon en differentieerbaar is (dus in elk inwendig punt van zo'n
deelinterval de afgeleide f'(u) bezit).

+a

J (X+t) 3in nt dt = j j

-a
Beachouw eerst de 2e integraal j x+t) Sin nt dt en verdeel het interval
| 0

(0,2) in 2 delen (0,k) en (k,a), dus
a K a

[ =[]

0 O k
waarbij k zo klein (> 0) wordt gekozen, dat
1e f(x+t) in het interval O £ t ¢ a monotoon en differentieerbaar is (dus

ook continu);

2e dat bij willekeurig klein gekozen £>0

&
oG’

Stel de eventuele discontinultelitspunten (sprongpunten) in het interval
(k,a) ziJjn 84580, 008 (eindig 1in aantal)

a n +1 a =Wk
[ e(eety stnnt g f(xrt) 20t dt( 0

T o
|3 =
ag

\f(x+k) - f(x+0)\4



1 "8+ \ ~ m | 8541
.5 SREY 4 cou pt - - D £(x+t)cos nt} N
oo gl tn T e o

8
as s

. ‘
a4+1 ,
+ A i f ‘cos nt . t.i“(x-ﬁ;)—f(xﬂ) at =

n
§=0 t
8s
~ s
. j_‘ f{x+k)cos nk f(x+a)cos nal 1 -1 cos mag f(x+a_+0)-f(x+a _o)§+
n k a n ag 8 8 :
8
_f_% g o8 nt .«t.f'(x+t)2—f(x+t) dt (7)
t
k

In de som in het rechterlid stelt [f(x+&s+0)—f(x+as~0)§ de "sprong" voor
in het discontinuiteitspunt ag .

Wij willen straks de limietwaarde bepalen van (6) als n—oco .
Uit (7) ziet men, dat men na voorafgaande keuze van k en € , n zo groot
kan kiezen, (n > no), dat

a
U £(x+t) -S—i-{%—?-g-dt‘ 4 ‘%‘ (8)
k
Nu komt de voornaamste kwestie:
¢
g £x+t) 2ABDE g¢ mf {f(x-l»t) - f(x%o)}ﬂ%ﬁ at +
0 0
k
+ £(x40) j SRLTULARE | (©)
0

f(x+t) - £(x+0) is monotoon in het interval (0,k)

Zonder beperking kunnen wij aannemen, dat f(x+t)-f(x+0) in dit interval
monotoon stijgt (anders beschouwt men de tepengestelde functie f(x+0)-f(xit))
Volgens de tweede middelwaardestelling 1s dan:

K ¢
j {f(x+t)—f(x+@)3 Eé%TEE dt = {f(x+k)-f(x+0)}Jﬁ g8in nt it .
’ (0 4,% < k)
k K
Dus H( {2(est)-r(xs0)) B2BOE ar ] ¢ | r(xn)-r(xs0)| | | 2LBAT g | <
0 1

(hulpstellin§ 2 en

2G = % voorwaarden (10)

nk
< é%‘Jﬂ ﬁlgiichﬂ <
nl

&
BG -
|
£ x+0) f ﬁ-’-‘%-rﬁ dt = £(x+0) Jk 81“ L odu - f{x+0) '-g'vacr n— oo
Q 0



dus voor n > n, is

kK .
)f(x-f-o) J ﬂ-’%ﬂi at - % f(xm)} < %-. (11)
0
Ten slotte volgt uit (8), (9), (10), (11).
a
H r(x+t) BEE ar - T f(x+0)) L€,
0
voor n » max (nc,nﬂ).
Dus
a
lim j f£(x+t) —-———.—Bintnt at = % £(x+0).
n— 0o
0
Op volkomen analoge wijze leidt men af, dat
6]
in nt L ‘
lim v( f{x+t) §~f5—— dt = & f(x-0)
n—w 2 2
zodat:
e e e e e
1im | p(x+t) SRBL g¢ o T {f(x+0)+f(x—0))] (12)
t 7z
n—=o

Dit is de integraal van Dirichlet. In een continulteitspunt x wordt
f(x+0) = f(x-0) = f(x), dus dan is het rechterlid 7r f(x).

Opmerking; De uitkomst (12) kan onder minder verstrekkende elsen ten aan-
zlien van f(u) worden afgeleid. In het bijzonder kan men de eis van dif-
ferentieerbaarheid laten vallen. Het bewlijs ven (12) wordt dan echter veel
omvangri jker, en verelst veel meer hulpstellingen.

In de meest voorkomende practische gevallen zel ruimschoots aan de boven-
sestelde eisen zijn voldaan. Voor verdere bijzonderheden verwljzen wij
naar de ultgebreide handboeken op d:t gebied,

3. Afleiding van het integraaltheorema van Fourier,

Omdat
‘ n
EEQFEE = j cos ut du
Q
kan (12) geschreven worden in de vorm:
+a n
g{f(xw)»ff(x-o)gm 1im j £(x+t)dt j cos ut du. (13)
| =+ ®© Za 0

Men komt nu licht in de verlelding om in de rechterzijde van (13) de inte-
gratievolgorde te verwisselen en voor het 2e¢ 1id te zetten



n +a

= lim j du j f(x+t) cos ut du,
n— o g it

waarult onmiddellijk het integraaltheorema wvan Fouriler zou kunnen volsxen,
als deze omkering van de integratievolgorde geoorloofd zou zijn.

Dit laatste zullen wij nu Julst bewijzen, onder de extra-voorwaarde
+ 00

{f(x) ]| dx . bestaat;

- CO + CO

of: de oneigenlijke integraal f convergeert absoluut.

—CO

Wij willen verder laten zien, dat onder die voorwaarden in de "binnen"-
integraal de grenzen @ door <o kunnen worden vervangen.
Voor eindige a en n geldt inderdaad:

-

-a

n +a
f(x+t) dat f cos ut du = f du j f(x+t) cos ut du (14)
-2

l®)

Neem nu A > a, dan is

5}1 J+A__Jr\ J.+a=(f1 g—a+oj.n +A=-{-a jn+JA J

n
0 a 0

0 -A 0 -a - +a
of
n +A n +a -2 A
i £ in nt
j’ j _j j é\! £(x+t) .S...B.EJ}.._ dt) + lJ— fx+t) E—%-—-—- dtlé
0 -A 0 -a - a
-a A
<4 {J | £(x+t)]at +J | £{x+t)| dt} &
-4 a
4 o
1 . _ const
42 \ P(x+t)|dat = —
- D
voor iedere A ) a.
Nu A—=co
n +C0 n +3
\ { J _f J l £ Co:St (voor iedere n).
0] -0 0 -a

Vervolgens n —»oo

n +00 n +a
\ lim j j - lim f
n— o
o0) 0

dus wegens (14) en (13)

oo +
22: [f(x+0)+f(x—0)] = J du f f(t+x) cos ut dt =
0

-

il



- .
= JN du “/ £(t) cos u (t-x) dt,
0 -
waarmede het integraaltheorema van Fourier bewezen is onder de volgende
voorwaarden.
1e  £(t) is bepaald voor alle re#le waarden van t.
2¢ ileder eindig interval -a < t £ +a kan worden verdeeld in een,
aantal deelintervallen, zodat in leder wvan deze deelintg&vf
.. continu, monotoon, en differentieerbaar is. -

e
3e _j f{t) dt bestaat.
-

g,
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Resumee van dc stof, dic gedurende het vorig jJaar behandeld werd.

Door de Laplace-transformatia’

£(s) = (g ¢St P(%)at

wordt een functielicheem V{ F(t)} isomorf afgebeeld op een ander
functielichaam V { £(s)}.
De inverse afbeelding komt tot stand door de inverse transformatie
‘ +ie0
CR(E) = g e®% £(s)ds
g =ico
Op de laatste transformatie zal dit jaar zeer uitgebreid worden inge-
gaane. De isomorphie van de additieve functie-groepen is zonder meer
duidelijk. Bij de multiplicatieve groepen hebben we gezien, dat tegen-
over de gewone vermenigvuldiging van twee functies f(s) en g(s) de

convolutie staat van de functies F(t) en G(%)
o

t
f(s) g(s) = g(s) f(s) = q{ o8t {f F(tu'r)G(ﬂr)dT& at =
0

Q
» t

= J g5t {) G(t- T)F('t)dwrgdt.
’ 0 0

Ingevoerd werd de Unit-step function U(t)
U(t) =0 wvoor t< O
U(t), onbepaald, of = % voor t=0
U(t) = 1 voor t > O.

De verschoven Unit-atep function U(t-a)
U(t-a) =0 wvoor t < a
U(t-a), onbepaald, of % voor t=a
U(t-a) = 1 voor t > a.

Hiermee is de functie U1(t)&) te definie cn:

Ult) - U(t= ¢
U1(t,£)=L)é(‘ _l

welke voor £- O ovefgaat in de oneigenlijke § functie van Dirac, welke
ook bekend is onder de naam pulsfunctie en welke functie bij de iso-
morphie der multiplicatieve groepen de ol speelt van eenheidsfunctie




o0
- #
(s).1 ﬁf ™St {Lm  B(t) U,(t,&)}dt
£-0

Om de Laplaeetranaformatie van inversen tot stand te brengen zal ge-
bruik gemsakt moeten worden van hogere pulsfuncties, die opgevat
dienen te worden als de oneigenlijke & functie van Dirac of exacter
als de distributies van Schwartz.

De puls en dubbele pulsfunctie bleken bruikbaar voor de invoering van
puntlasten en momenten.

De PFunctielichamen welke door Laplace-transformatie op elkaar wor-
den afgebeeld blijken aan bepasalde voorwaarden te moeten voldoen.

P(t) moet van exponentie¥le begrensdheid zijn
|P(t) e 3% ¢ M
of iets scherper t
j F(r )dT van begrensde variatie.
0
f(s) moet voor s-» ® naar uul gaan met uitzondering van de transfor-
maties van de pulsfuncties in het punt t = O.

Voor de transformatie van afgeleide functies werd gevonden

L[] = s"(s) - 8" 'R(0) - ®7FF(0) - ... FN(O).

Ou ecn’” indruk te krijgen van het gebruik dat men maken kan van Iaplace-
transformaties gzal een voorbeeld behandeld worden, dat  tegelijker-
tijd toch weer iets nieuwe brengt:

Bepaling van de eigenfuncties en eigenwsarden van een uitkragende

1
balk. Opstelling van de integraal- @ —ed '
vergelijking. lgr g 3i :
Allereerst zullen we hiervan de kern JA < £ » |

moeten bepalen, d.w.z. de functie, die de¢ zakkingslijn weergeeft bij
belasting door een kracht 1 terplaatse x = & (invloedslijn).
De differentiaalvergelijking van deze zakkingslijn luidt

64.1 - g§x}
dx ‘
met als randvoorwaarden

y(0) = 0O y'(0) = 0O
y*(1) =0 y*r(1) =0

Q(I) = U1(I~ 5)'

Passen we een Laplace-transformatic toe, zo gaat de differentiaalver-
gelijking over in
4 3 2 y ’ o~ 2%
o7 Diyl=- 87 y(0) - 8% y'(0) - sy"(0) ~ y"*(0) = Zyr—
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of in ve band met de randvoorwaarden en na enige bewerkings:
V“(O) 51”‘(0) e-— S'é-.
s 8 Els
Invers transformerend

2 3 3
y = XT yu(o) + .Jéc_ y‘”(O) + %%LU(X—S‘)

y¥ = yo(0) + xy©t(0) + %%-—U(X-—a)

H - & U{X“‘
yil - y"(O) + ;EIQJ .

In verband met de resterendc randvoorwaarden zijn de vergelijkingen op
te lossen

yi:(o) + ly”'(O) + l‘ﬁIa = 0

y"(0) + —p = O

met als oplossging

O sy YO =y

Voor de zakkingslijn vinden we duss

i 35 ), (282 U(x- &)

6Bl
ofwel
G(x, &) = x°(3¢ -x)/6EI (x < &)
= g2(3x—£ ) /61 (& ¢ x)
hetgeen ook te schrijven is als
0(x, &) = £2(3x-2,) /681 (&< x)
= £%(3%-£,)/631 - L’%‘—E%ﬁ (x )

Is de balk belast door een willekeurige belasting F(i,) zo zal de zak-
llZing in een punt x gelijk zijn aan

1
y(x) =f G(x, & )P(E ) ad,
0

Zij nu de balk onderworpcn aan een ongedemptc trilling met kleine
amplitudo
y(x,t) = y(x) sin wt

2
ZL%%&@EL = = Q)zy(x) sin wt.

t
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Als de massa per lengte-eenheid van de balk m bedraagt, is dus
F(&) =muwy(&) sin wt

. 1
v(x) sin Wt =m we f G(x,é,) y(a) sin w t &

0
ofwel X °

1

@) =a [ 220x-8) g raten [ 2lox) y(éral A= B
0 X

of omgevormd

‘ 1
J(x) = lfé‘,z(ﬁ- L) y(£) al .+ A [ %238 ) y(&)al +
0 0
X
A [ 2238 x) (& )ad =
0]
x 1
=2 | £%0x-8) y(4)aken [ xP(36x) y(&)ad
0 0
X X
S [ £20x-d) w(Eat w0 [ (=83 p(del =
0 0

X 1
= A] (x-&)3 y(&)ad + A f x2(3 L-x) y(&)ad.
0 0
1

1
Zijf 3¢ y(L)ad = en f y(&£)ad =
0 0

X
yx) = A (=83 y(£)a8 +aux® - ap
0

Een Laplace-transformatie hierop uitvoerend

6 2A o 6A A
y(s) = (s) + -
&7 o3 gt

2Ad 8 _ 62D
94~ 6 A 34— GA

¥(s) =
74§ 6 A = k*

y(x) = —L%‘» (cosh kx ~ cos kx) - Af (sinh kx -~ sin kx)
k k
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A= f y(é,)d£.== [:—25%— (einh k1 - sin k1) +
0 k
- é—%ﬁL (cosh k1 + cos k1) + 6 ZGf) =
k k
A K

= ~E--(sinh k1l - sin k1) - J%n(cosh k1l + cos k1) + /3

sinh k1 - sin k1 k ol
cosh k1 + cos k1 5

1
o = J 34y(4 ek = ;jt%h& (sinh k1 - sin k1) - gling(cosh X1l + cos kl)+
0

A
- 2h (cosh k1 + cos k1) + ERNE (sinh k1 + sin k1) + 6 Ao ;
4 5 4

k k , k
In verband met de gevonden uitdrukking voor s zijn de eerste twee
termen van het rechterlid nul. Na invoering van K4

A = = vinden we:

oA = - %(cosh k1 + cos k1) + éﬁ% (sinh k1 + sin k1) + &
ofwel

_ cosh k1 + cos kl Xk
sinh k1 + sin k1 -
De eigenwaarden k moeten dus gevonden worden uit de vergelijking:

cosh k1l + cos k1 _  sinh k1l - sin k1l
sinh k1l + sin k1l cosh k1 + cos k1l
ofwel no cnige uitwerking
cosh k1 cos k1l + 1 = O
De eigenfuncties hebben de gn 'annte

y(x) = ¢ (cosh kx - cos kx) - sinh k1l - sin kl(sinh kx - sin kx)
cosh k1l + cos k1l

Enkele waarden van k1 zijn:

k‘l = 1,8751
k,l = 4,6941

met de bijbehorende waarden

W = 322170 \[EI_
1 12 m

wp = g\ [T
1 m

_ 61,6979 \[EL

1 m

-
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4, Anderc (complexe) vorm van het integraaltheorema van Fourier-—
Reciprociteitstheorena,

Het in § 3 afgeleide theorema van F, in de¢ gedaante:

{f(x+0) + f(x~0)} ~£ du J. f(t) cos u(t-x)dt kan ook ge-
schreven worden als

%{f(x+0)+f(x~o)§= %if”§u f(t)(elu(t”x)+e"iu(t“x))dt

w0 oe 9] - o0 o
5 ( du jeiu(t”")ﬂt)dt + 5 5 du j e~ 1ult=2) £ (1) a1,
0 = 0 -
Wanncer in ds cerste integraal uw wordt vervangen door -u, dan
gaat de uitkomst over in

o +co
%’gf(x+0)+f(x~0) ‘i 1u(t"x)f(t)dt<+ %*5 duvfe”iu(%”x)f(t)dt
0 - OO
of
4060
1 —iu(t-x)
f(x+0) = £f(x-0) = — | du e f{t)at (14)
-0 P 7, ]
+00
= 1 J et W4y J e'lutf(t)dt‘
™
-t
Op vollomun analoge wijze vindt men
+00 +€0
f(x+0) + £(x-0) = 7%7 5 o~ 1UXg, f. etiWle(1)at (141)
- GO -0

Dit theorema neemt ecn bijzonder clegante vorm aan als men stelt:

g(u) = --J..::—-J £(t)e " at (15)
ver 7
(Deze integrasl bestaat wegens d. vcronderstelde convergentie van
\ 00

RERIET

- LG
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In de continuiteitspunten van f£(x) gelden dan wegens (14) en (15)
de reciprociteitsformules,

o0
£(x) = ?%‘F[w g() el ay

o (16)
glu) = \/;Tr Lo £(t) e 0%y

Men noemt de rechtergijden de (algcmene) Fourier-transforms van
g{u) resp. £(t),
Wij vermelden de volgende specialc gevallen

a: f(x) is cen even funetie van x: (d.w.,z. f(-x) = £(x)).

—_— 40
glu) =‘ye§~ f f(t) cos ut at.

e (17%),
() :1/;%~ j‘ g(u) 'eos ut du
0

b: f£(x) is een oneven functic van x: (d.w.z. f{-x) = -f(x)).
[~}

!
glu) = \/~7—r—— ff(t) sin ut 4dt.
0

#0
£(4) = ]/3-?- {g(u) sin ut at.
0

In deze gevallen bereikt men volledige reciproeiteit.
. a b .
De rechterleden van 177 en 17 worden de Fourier-cos-transforms,

(17°)

resp. de Fourier-sinus—transforms van f{t) en g(u) genoemad,

5. Verdere toepassingen van de¢ Fourier-tiransforms.

Naast de later t: vermelden belangrijke toepassingen op de¢ theorie
der IL-transformaties en bij de oplossing van partiele differentiaal-
vergelijkingen kunnen de gevonden uitkomsten worden gebruikt om op
eenvoudige wijze de uitkomst van verschillendc moeilijke integralen
te vinden, Wij vermclden alleen als voorbeeld de bekende uitkomst
van laplace:

Stel f(x) = e~ B\ x| (A> 0) even functie.

oo
£f(x) = e " ‘x'ziﬂié~ f g(u) cos u x du,
v 0
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2 - At P
met g(u) = y/mwu S e cos ut dt = |/
T ™ (52+u2
6
m.a.w, 208 S- Cgs U‘XQ au = e A 1X! (18)
L) L P~ +u
(zie ook cursus 1952-1953),
6. De omkeringsformules van Mellin,
Eerste stelling van Mellin:
Gegevens: 8 = g+ it 13 een complexe veranderliljke.
In de strook & «o-«@a is de functic f(s) analytisch,
4+€0
en f( o+ it) dt convergent,
-

In de smallere strook o +<§$ g £ /3~—§ (cS>O, wille~

keurig constant) zal f(s)— O voor \ti—>co , gelijk-

matig in © .,

Wanneer men dan stelt, voor x positief reéel, en voor vaste T
g+ool
g(x) = ! «j x 5f(s)ds (19)
21 .
o=l
dan geldt in de strook A (g ¢ /3
@
f(s) = Jf x5 g(x)ax . (20)
i} ° ane T apene
Bewijs: Y ‘
‘s
0
o 7 % 4 x

Kuvn s o o o o

@
@



Wij dintegreren eerst de functie

x"%f(z2)
langs de omtrek der aangegeven rechthoek, De uitkomst =0, omdat
deze functie op de omtrek van deze rechthoek en daarbinnen ana-
lytisch is. Dus

a5 +Ni 7, Ty ~N1
f x"%f(z)dz + f x“(Ri+u)f(Ni+u)du +S x"%p(z)dz +
G*Q—Ni 7 o, +N1i
72
+f x~(-Ni+u)f(~Ni+u)du = 0
o

1 (Stelling van Cauchy).

Wegens f(s)— 0 voor |t|— o gelijkmatig in «+dLtvep-é
bij willekeurige vaste d > 0 xan bij gegeven willekeurige kleine
€ 7 O een waarde t, > O worden bepaald, zodat:

\£(urts) | o £llogxl_
2\){ 1~x 2\

voor \t| > to-
Kiczen wij dus in bovenstaande uitkomst, die ook geschreven kan
worden als:

g, +Ni T, +Ni g~

2 1 2
J x 2f(z)dz - S x"%f(2)dz = { x"(NMu)f(Ni-m)du +
G‘2~Ni 'G'.;—-Ni o3
92
- X x_(“NHu)f(—Ni-r«u)du
73

de waarde N > to dan is de absolute waarde van het rechterlid

2
4[ <Y ellog x\

oy le—%— X

2
-
du + f X £ \log_}i du =

— -~
2 2 |x °"1_x 2|

- T

=
zoals door berekening gemakkelijk volgt, voor x> O en x £ 1,
(voor x=1 kieze men t zo groot, dat {f(uﬂ:i)\ Z «é— ig).

Dus voor N > to is
\fémi T, +Ni

1
x"%£(2)dz -S

x"2f(z)az \ L E
G"é-Ki Q;«Ni
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ofs

G“2+Ni di-fNi
lim x"%f(z)dz = lim | x"%f(z)dz
N-ca Noce

%- qi C%‘-—Ni
wat eenvoudlg geschreven wordt als
a4 cof e p

2 1
J x"%£(z)dz :j x"%f(z)dz. (21)

- coi - 4
0"2 228 0’1 1

Men mag dus de verticale integratieweg van Oy-col tot T+ coi
evenwijdig verplaatsen naar (J,-coi, o5+ coi).

Wij beschouwen vervolgenss

o 1 %o
J xs'1g(x)dx =j xs_Tg(x)dx + f x5 g(x)ax,
0] 0 1
In de eerste integraal van h 1t rechterlid stellen wij:
0‘1+coi
: 1 -7

glx) = — x “f(z)dz,

2Ti &5 - ced

in de 2e de volgens (21) daaraan gelijke waarde
0'2+ coi
g(x) = - x"%f(z)dz.

2ri )
0—2- ool

1+001

60 1
S x8"1g(x)dx S J x8'1de x 2f(z)dz +
0 27l 0 a{

.

-0l

co oL+ col

2
s jxa_‘idxj x"%f(z)dz = I, + I,
2mi .
1 T5-col
In de integralen I1 en 12 van het rechterlid mag de integratie-~
volgorde verwisseld worden, omdat wegens

+c@ 1
| 1,1 & = j | £(a= ,+t1)] dtJ I T)
ar J 5

400 oa
\Izt.é-*;;r 5 \f(cr2+ti)[ dt fx*T"(qdz“q’) dx
Zeo 1
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de bedoelde integralen absoluut convergeren. Dus:

- oyt ol o+l

J S g(xax = J £(z)dz 1 S £(2) 45, (22)
2w -8 2mi , 7f |

o ' oy el 7im e

Beschouwen wi}j j‘ié%%éﬁ genomen langs de omtrek van de rechthoek

van de voorgeande figuur. Wij kiezen in de eerste plaats N zo groot
dat S binnen de rechthoek valt,

De absolute waarde van de som integralen langs de horizontale
rechthoeksgijden is

n
-2 qftf(Ni+u)‘du { & voor N groot genoeg.
2 {N- 13} 4

Nu is de waarde van Jﬂié%%gg ~senomen over de omtrek van de rechthoek

= 2mif(s). (Integraalformule van Cauchy). (23)
In verband met de voorgaande opmerkingen kan voor N—» o0 deze con-
tour integratie worden vervangen door

O‘2+coi o3+ @i

g f{z[dz “j ffz}dz (24)
) T8

oa-.mi Uq—cbi

Uit (22), (23) un (24) volgt:
oo

S xo-1 g(x)dx = f(s) in de strook A<4T <P w.t.b,w,
0

Tweede stelling van Mellin

Gegeven voor x > 0 zal g(x) bij redcelten glad zijn, d.w.z,
ieder eindig interval 04 x < a kan verdeeld worden in een eindig
aantal deelintervallcn, zodat in ieder van deze deelintervallen
g(x) continu, differenticerbaar, met continue afgeleide zal zijn
voor iedere a > O,

[Za]
Voor o< T ¢ ig ‘f xG'"Tg(x)dx absoluut convergent.

0
Dan volgt omgekeerd uit
oo T+eodl
£(x) = jﬂ xs‘1g(x)&x — g(x) = 1 ( x"%f(s)ds.

2T

S0 -coi
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Bew;l.;js: o4 cod
In de integraal A jﬁ x"5f(s)ds
2 = i

wordt x vervangen door e%, Daardoor gaat de integraal over in

g 4co i +co
"lfﬂf e "8 f(g)ds = —— J~ e'u(6‘+tl)dt.f(o"+ti)
2ri o i 2ri w0
: e}
-V “ . .
= = et 1 gy, Jy(o‘ +1t)'1g(y)dy.
o
—co 0

o v
Vervang hierin y door e , Dan wordt:
TC+col +c0 +&0

-0 .
"lf'g e r(g)ds = & J’ e~ UT1gy Jv e(€7+1t)vg(ev)dv
2mi g~ i em -ca )
+ R +cC
-0 .
_ e j it J‘ elt(v-u)evo‘g(ev)dv _
e ™ -0 -
+c0 + e
-0 . .
_ e e"ltudt J\ eltv a(v)av
2m
- 00 - OQ
mevt
o
G(v) = e gle’).

Volgens de formule van Fourier (14') geldt dus in ieder conti-
nuitvitspunt van g(x)

e+l
" x %f(s)ds = ™ g(u) = e_uv-eug—g(eu) = g(x).
271 ,

-2 1

w.t.b.w.
Wij zullen in het vervolg zien, dat speciaal met behulp van de
tweede stelling de inverse laplace~transformatie in integraalvorm
kan worden opgeschreven,
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4e Voordrachts 18 November 1953
(Aanvulling op de 2e Voordracht van 21 October 1953)

Spreker: Ir R.V/. Trense.

Door de Laplace transformatie:

0

£f(s) =L [ F(%)] = J e”5% p(t)at

0
wordt het functielichaam {f(s)i isomorf afgebeeld op het functie-
lichaan {F(t)& +» Onder een functielichaam verstaat men een verzame-
ling van functies, die zowel aan de additieve als aan de multipli-
catieve groepseigenschappen voldoen.
Wat deze eigenschappen zijn, zal in de loop van het betoog wel dui-
delijk worden.
Zijn de vermenigvuldigings-operaties commutatief zo heet een lichaam
recht, in tegenstelling met de niet commutatieve scheve lichamen.
if(a)k en,{F(t)k zullen recht blijken te zijn.
Het bewijs van de isomorfie van if(s)g en {g(s}g als additieve groe-
pen beschouwd gaat als volgt

oD (=]
£(s) + g(s) = L[T()] + L] G(v)] = [ e8tr(t)as + fe"ste.(t)dt -
€@ 0 'O
sj e“stip(t) + G(t)‘_\ at = L[F(t) + G(t)] =
0
O

e ¥ fo(t) + B0} as

o8 Ot

L[G(t) + P(t)]

B
i

0

e 3% (t)at « J e~ r(t)at = L[G(t)] + 1] F(t)] = g(s) + £(s)
0

q;el do
Hoewel eigenlijk triviaal zullen de additieve groepseigenschappen
hier worden genoemd

{£(s)+a(s)y+k(s)
{F(6)46() +11(¢)

£(s)+ { &(s) +k(s)\
F(t)+ {G(t)»:»n(t)k

i

associatiove wet

i
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Er is een eenheidselement in beide groepen, dat zowel als linker
dan wel als rechter eenheidselement fungeert

ieCet o(s) = 0 en O(t) = 0
f(s) + o(s) = £(s) (%) + O(t) = B(%)
o(s) + £(s) = f(s) 0(t) + F(t) = P(%)
Bij elk element hoort zijn inverse

(e(s)]) =1 = £(s) [F6)] "1 = r(s)
Immers

f(s) + Lf(s)} =1
P(t) + [F(£)] "

Uit het voorgaande volgt voor beide groepen de mogelijkheid tot af-
trekking. Onder het verschil van g(s) en f£(s) verstaat men het ele-
ment, dat bij f(s) geteld g(s) oplevert.

Dit element is g(s) + [£(s)) -1,

Immers

2(s) + {&(s) + [£(s)] "1 = 2(e) +{ [£(s)] "1+ g(s) ) =

= {f(S) + [£(9)] '1} + g(8) = o(s) + g(s) = g(s).

Yoor F(t) en G(t) geldt dezelfde beschouwing. Bij de isomorfie der
multiplicatieve groepen kiezen we als vermenigvuldigings-operatie
voor de verzameling {f(sﬂ; de gewone algebraische vermenigvuldiging.
Yoor de verzameling {F(tﬂ is ze dan de convolutie integraal.

Imners

f(s) - £(s) = o(s)
F(t) - F(+)

i

il

o(t)

1l

£(s) g(s) = L] P(t) ™ 6(1)] =

o +

e [ R sl er = glo) £s) = 1 [o(8) " B(8)] =
o Ort

- je"at G(t= =)F(r )ar.
0 0

Daar £(s8) een multiplicatieve groep is, ie F(t) dit ook
Dat F(t) *G(t) = G(t)*F(t) ziet men ook onmiddellijk in.

Substitueer in
t

S P(t-~)G(r)aT.
0

voor t—T=v dr= ~dv

= -y
Uit v=0 - y=t Uit T=t — ¢ =0
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b 0
«(F““T‘) G(T)aT 'm'*[ F(p) Glt-plap =
0 ;
5
= g G(t-P) P(V)av
ge.e.d

Wat is nu in de groep'{F(t)g het eenheidselement. Met deze vraag

storten we ons meteen op een berg van mathematische moeilijkheden.

Dit element moet die functie zijn, van welke de Laplace getransformeerde
1 is. Het vorig jaar hebben we haar leren kennen als eerste puls-—
functice. We hebben toen gedefinieerd de eenheidssprongfunctie en de
verschoven eenheidssprongfunoctie

Ute Utt-¢)
1 1
0 0
¢ t
U(t) =0 voor t <0 U(t—€) =0 voor t %&£
U(t) =1 wvoor t >0 U(t-€) =1 voor t2>¢€
Hierop kunnen we definieren %
_U(t) ~ U(t-¢€)
U, (%) = =
De overgang U1(t)=lim U1(t,£.) 0 t
£-40 £

is nu in de ogen van exacte mathematici een gruwel, zulk een functie
is immers niet gedefinicerd. Merkwaardig is, dat ze wel goed bruikbaar
is als operator onder het integraalteken. Het lijkt me verstandig

toe haar dan ook in de geest van de Stieltjes—integralen

te definieren als

U, (t)dt = a U(t)

De functie Ui(t) is een verbyzondering van de d functic van Dirac,
welke functie en "afgeleiden" Dirac herhaalde malen tocpast in zijn
relativistische quanten mechanica. Daar definiecrt hij deze functie

‘heel ruim als b

fcf(t)dt = 1

==

i

Y voor t £ O
0 voor t 2 O.

d(t)
§(t)

i
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Men kan smich allerlei &-funotics bedenken: Bijvs uit de klokfunctie
van Gausgz:

_ 8
(% Var
§(t) = 1im & (t,a)
a- 0 13) : €+
Nu is ,‘f_ (t 2

+60 +L0 ' o0 )
&5(t.a)ata L je adt::-—-l-—-ge ﬁ‘)d-—t=7{§-=1
J aw 7 Y 2 va

Het rechterlid is onafhankelijk van a. Laat men a tot nul naderen
zo is voor t £ 0 1lim & (t,a) = O,

g — 0

Voor t— O wordt d(t) o groot.

Een ander voorbeeld uit dc functie van Lejeune Dirichlet

§(t,N) = 8BNE  oor L et €,

Tt
§(t,N) =0 wvoor t £ -¢
§(t,N) =0 wvoor t > ¢
o +& +¢&
- sin Nt.. _ sin Nt -
f{(t,N)dt- j =dt = J e 4 Nt =
-t -E -£
+Ne
- f iz, A A
\an U F
e \ o0 \/ ¢ U
Yoor Ne—~e wordt dus L§(t,N)dt = ;I: = 1

Men kan ¢ zo klein maken als men zelf wil en krijgt dan een Diracsche
& - funotie.

Het vorig jaar hebben we ook de dubbele puls ingevoerd, die ik nu

in de geest der Stieltjes integralen definieer door

Uy(£)at = a U (%),

Grafisch voorgesteld hebben we
b : a U, (t) = Uy(t)at

™
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Vergelijken we het een en ander met de functie 3 ('h) en hsar afgo-

leiden zmoals ze ontstaan wit de klokfunctie van Gausz.
Voor U(t,a) is dan te schrijven Ult,a)

'!:; ST —— . e T

| t
1 Y '
U(t,a) = — j e av f

U(t,a) = lim U(t,a) / ¢
a- 0
-.LE&&lE Uy(tsa)

U,(ty3, £) = ~d¢ U(t- €,a)

Bij overgang van a naar nul en ¢ naar nul + volgt
U1(’c)dt = & U(t)
¢ werd ingevoerd om cr zorg voor te dragen dat na overgang a = O
U..(t) =0 voor t £ O
Zo we hier steeds rekening mee houden kunnen we het ook weglaten
_ 8
: d ~2% a
Uz(t1a) = 3% U1(t,a) = :;ﬁ_— e ,

Bij overgang a — 0 o
Uz(t)dt = d U1(t).

e zullen nog nagaan of het moment bij de functic Uz(t,a) onafhankc—
lijk van a, &én blijft. Voor dit moment is te schrijven

0 0
-2 j t Ug(t,a)d‘s = -2 j t d U1(t,a) =
e Z e
_ 1270 0 o0
= [—Et T/%’;: e © } + 2 5 U1(t,a)dt = j U.!(t,a)dt = 1
-0 Zeo ~e0
Bepalen we de L.Te van U1(t)
) 00

j e~8%3 U(t) =

tH

L U,(t) = je"“ U (t)at
0

oG

o o
-8
m[e"“ U(t)} + 8 fe“at U(t)dts = s{"ea ] = % = 1,
0 O

0
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of met Stieltjes integralen
(2] . '
Jﬁe—St d U(+) =[ e“st] e 1 =1Tel =1,

0 =0
Evenzo van Uy(t)

0 G
L[Ug(t)] = 5 ¢St U,(t)dt = Je"“ d Uy (t) =
0
0 el
=1je"8t U1(t)] + 8 j.e-St U1(t)dt = s X 1= 8
0 0
Definieren we in het algemeen
UPH(‘t)dt = Up(t)dt
z0 vinden we
co S
_ -st . _ j' -gt _
L[Up+1(t)] = je Upﬂ(‘c)dt = ) e ""a Up(t) =
0]
¢o o _
=[e“5t U (t)} + s j ety (t)at = s L[ U ()]
b 0 5 P Y

pluye)] = -1

De hogerc pulsfunctics zullen zeer bruikbaar blijken te zijn ter be-
paling van de inverse Tuncties | P(t) ] -1,
Verifitren we vervolgens het eenheidselement
t
f(s)‘l%"é P(t- U, ()aT = | B(t-7)ad U(T) =
0

il

{F(’c-— ) U( ’c)_lt | + jt P (t-7T) U(T)daT =
0 0

1l

3 t
F(0) - LF(‘t-— 'r)] = F(0) ~ F(0) + F(t) = P(t).
0

Met Sticltjes integralen ziet men dit zelfs sneller
t t

[ (=) v(mam = [ 2(-w)a uCe) <[ 2o r)} 1= F(h).
o) 0 T=0
Gebrulk makendc van de isomorfie

fe(s)] = [2(6)}
bewljzen wey .

&
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{2(o)e(o)} k(s) = 1 [{r() *e(e)} * m(n)]
2(s) {8(9) k(s)} = L[ F(+) ¥ { a(x)™ H(DY]

S AR Fe(n) () = F(t)*{@(t)"*ﬂ(t)j

ofwel
t . =T |
J {f P{t- T= V) G(v)dV}H(r)d'z‘ =
0 0
£ T
=I{FM7T)jG@%J)MP)dv]dT
0 0
Gaan we na waar s f(s) de L.T. van is
+ t
s £(s) = 2(s)s 2 | F(-7) U(T)aT = | Ft-T)a U LT) =
0 0
~ t t
= lF(t-T)U1(T)_] +I Fr(t- T) U1(T)d'b
: 0 0
4
= F(O)U1(t) + f F'(t=7) d U(z ) = F(O) U1(t) + Pr(%)
0

I»[F‘(t)]: s f(s) - L[:F(O) U1(t)] = g f(s) - F(0).

Z2ij in het algecmcen

s £(s) =™V RO) = s™2 F1(0)en. - =1 (0)

2 5y
Vermenigvuldigen we het linkerlid met s zo moeten we van het reechter—
1id de convolutie integraal bepalen met Uz(t)

m-+

1 m (n -1
s f(s) = s F(0) veo = sP (0O)

+
v jF(“)(t-—r) U2(<~)d’r = j F(“)(t-fr)d U1('r)
0 0
_ t 4
=LF('")‘(1;-?) U1("c-)] + f F(“+1)(t-—r) U1('t-)d'r=
0 0

= (™0 4 plmt1)(yy
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| | (m=1) @ |
S s™5(8) = §TB(0) veum ST (0) = T (0) 2 P4y

zodat bew:.zen is dat in het algemcen

~ n =1
L[] = " f(s) - ™ ®O)- - F(%(O)?
Toepassing
F(t) = sin k%t F(0) = O
Fi(t) =k cos k%t F1(0) = k

P'(t) = -X° sin kt
L] - ¥° sin xt] = s°L [ sin kt] -k

L [ sin kt] = 5 L s

8° + k

2 2
Maar dan is [sin kt] ™' = L7 [—é_uﬁuK_J =

= f{- Uy(8) + k U, (%)

We zien hieruit dus dat inversen te bepalen zijn zo de pulsfuncties
aanvaard wordene. Het vorig jaar werd afgelcid

L Lcos kt]_: ~§~§~w§

s + k
P(t) = sinh kt F(O) =0
F1(t) = k cosh kt Ft(0) =0
FU(4) = k° sinh kt
L] k% sinhkt] = 8% L [sinnh xt ]~ X
L| sinh kt] = —E—5 .
s = k
Evenzo
S
L[cosh kt]= —S,
s - k
zodat
3
. . k k 2K
L | sinh k¥ - sin kt) = - =
[ 82 - k2 82 + E? s4 - k4
v | 5] 8 2kzs

s - k° % 4 k% gt oyt
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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervoly)
te 's—Gravenhage
5e Voordracht: 18 November 1953

Sprekers Ir R./. Trense.

Op verzoek zal nog een vraagstuk behandeld worden als in de sylla-
bus voor de voordracht op 21 October '53 teneinde duidelijk uit te la-
ten komen, dat de toegepaste methode een algemene methode is.

Het aan de orde gestelde vraagstuk is de afleiding van de eigen-
trillingen van een aan weers,ijden ingeklemde balk. De kern van de
integraalvergelijking wordt in wezen weer gevormd door de invloedslijn
voor uitbuiging uit de evenwichtsstand.

Ter vergelijking zullen de invloedslijnen afgeleid worden van de aan
een zijde ingeklemde balk (geval I) de aan een zijde ingeklemde en aan
andere zijde vrij opgelegde balk (geval II) en de aan weerszijden

ingeklemde balk. De D.V. luidt ) 5 >y X
s e T e v o oo e
ax* EI > K -«
Voor alle drie gevallen zijn de 'II ?3 - 42295_."“’
randvoorwaarden voor x=0: ;y o
/ .
Y(0) = 03 ¥'(0) = O. il : % X,

P
Door Laplace transformatie wordt de diffe*entiaalvergelijking omgezet
tot: ' ,
-s8

s*y(s) = &2Y(0) - s2Y'(0) = s¥Y"(0) - Y¥'(0) = LH e
In verband met de randvoorwaarden
_ 1y 1y 1 emsd
y(s) = 3 Y(0) + 84-Y (0) + = ra

VJaaruilt door inverse transformatice

Y(x) = _% X2Y|r<o) + _g_ X3YH!(O> + ..% L}%ﬁ;—ﬁ U(f;{—g ).

Voor dec drie gevallen krijgen we met de resterende randvoorwaarden

Geval I: Y*(l) = 0O YHir(1) = 0

<o

2 3 643
To(x) = ﬁ%f:ﬁ- P ST ux- £,



Geval IT: YAy e b Ye(1) =

2 ‘ 2 3 3 2 3
To(x) = 21 E’"31¢§ 4 &5 2 -2) +313é - £003, (x= E%l" Uiz £)
4BI 1° 12EI 1 '
of omgevormd
2 2.2
_ 3§ x%- %3 . $°%°(31-x)(31- &)
Trp(x) = T 6EL 6E%1“U(X" ~ 1oEL 19
Geval IIT: 7(1) =0 Y'(1) = O
o (g A28 21..§2 §3 2 1331820833 (k- £33 U §
LI 2ET 1° 6ET 15 6ET
- of omgevormd
YIII(X): ij x°=x> + (% })3 U(x- § ) - %23(2,(_}_1-}()(31" £ -

651 6ET 12T 1°

3 8%%0-0) (- %

, 12ET 13
Men ziet dat in alle dric gevallen de vergelijking zo gevormd is, dat
men de vorm voor X ) }, uit die voor x (S krijgen kan door x met j
te verwisselen.

Voor het geval III krijgen we voor X (g - S 7 x

12¢ -2132 §32 -1%4318§%283 3
2RI 1° 6T 1°

Voor x 3§ —fdx

(x) = 1° -1 2y 3 82 . ~13431 20 3 §3 L = )3
I 2ET 1° 68T 1°

Ypp(x) =

ofwel
v ~
oorX/J{: —->§<x
12x--21x2+x3
0BT 12

Voor x {§ — §5x

J 2, -13+31x —2%° [

Y (x) =
111 6ET 1°

(x) = lzx—21x2+x352 + —1.3+313€2-'2X3 §3 - .(.?S.’:,j_ﬁ .
jea=: 2FT 1 6ET 1° 6EI

We zullen bij de verdere afleiding van een viertal functies gebruik
- maken t,We



G,(x) = sinh kx - sin kx Gp(x) = cosh kx - cos kx
G3(x) = sinh kx + sin kx ~ Gy(x) = cosh kx + cos kx
a6, (x) G—( )

- kG (x); kG 22l - xG(x);
dx dx ax
Bepalen we |

G (: |
E-ad-i-(f—)- ==k6}(x}

j{)ljn Ga§)05

m te beschouwen als m mod 4
1 n 1 a n
jgg'cm(g)dﬁ ='E"‘§ dG—m—1(§)=
= [ﬁg_i(ﬁ)] """ Bn 16— 1(S)d§
='}TE“ (1) - ignﬂ NG

Met deze recursieformule bepalen we
j}(}(&)r:ﬁ H O, -
fiouwns -to-gow
0
1 2
j §£°64(§raf = 0, - % 051+ é5 G ,(2)

jfcﬂ(gmﬁ - Lo, - iQ-Gm - 80, - £,

en

1
f@a(ﬁ)df - 16,
0
1
Jfeuhraf-poyw - 2
0

k

! 1267(1)  2aG,(2)
ng%(g)dj* -+ 30




G (§)a§ S RIEO N L SO 63(1) _ 56,
Als een aan weerszijden ingeklemde balk belast wordt door een momen—

tane belasting F( g »t) 2o is de momentanc gakking terplaatse x:
1

¥(x,t) :J Yoo(x) B( € ,t)a
) I § 5

2ij G(x,ﬁ ) = 6EI YIH(X) zo wordt deze vergelijking

1
(x,t) =-5%-I-/i 6(x, §) 7(§ 8)a

Als de balk in staande trilling is, is voor Y(x,t) te schrijven

Y(x,t) = ¥(x) sinW3 t

521'(;2;_,_'_:;_) - WO%Y(x) sin Wt

Stellen we de massa per lengte eenheid m. Op een element ter lcngte
dﬁ . terplaatse j werkt dan een traagheidskracht groot:

- W ¥(x) sin W3 dj ,
welke gericht is naar de evenwichtsstand. Deze kracht wordt gcleverd
door de inwendige schuifspanningen aan weerszijden van het element
hierop werkend. Deze schuifspanningen, tezamen met dezelfde uitwijking
uit de evenwichtstand, kunnen ook worden gelcverd door een belasting

F(j ) = 0)°n ¥(§) sinw b

In de integraalvergelijking ingewvuld krijgen we

1

Y(x) sin V1t =(_A_3_‘r_2_@ j G(XJE) Y(E) sinW t dj
6EI “0

Delen we beide leden coor sin(J)t en stecllen we A =

n W2
6EI

zo ontstaat tenslotte

1
r(>=f\j G(x, §) Y(E)af
9 =) ] ot £ w(8)a

Vullen we voor G(xﬁg) de voor de aan weerszijden ingeklemde balk ge-
vondelw. wvaarde in, zo is:

Y(x)”_)\J 31& 61x +3x3s +-—l3+31x2-21353}1—(£)d5

13




a3 .82, 283 5y
2, =L +3;f3_ .._2343}?(&)&&

\jl u
+/ | 22
)
X .
[ (g e e g
X
+)\f (x-$)3 v §)a§ .
0

x L 426 o €2 3
¥(x) =Ajo (x- §33%(§ 14§ +)\x2j0 a7 633:; 2387 v(§)at

1
Y x3f 13 4 35%2 -2§3 7§ )ak
0

1] 1.2 2 3

en 1

3 2 3
o3 Fs 2l whad

X
¥(x) =)\f (x=§)° x(§ra§ +Adx? « 3A B2,
0 ;

Door een Laplace~Transformatie ontstaat hieruit

Y(8) = -6-&)4\- Y(s) + 2)\3d\ + 2)\§’

8 s s
waaruit )\
2 A d\ 8 2 [? .
Y =
(s) 84 - 6A 84-6/\

- it
Door inverse transformatie ontstaat hiceruit

Y(x) = —)—\-g\-(cosh kx - cos kx) +

k
A /3 ‘
+ (sinh kx - sin kx) =
k
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In de formules voor O\ en /3 ingevuld krijgen wet
*= B[ 5 0w ag- [afeusnge o] -
. %[L 3125 G 4§ e~ joyslj 0§ yak +£ 3536}(5 )dj]

Xok [ 313 12 612 613 121°
= E@{Lq(l) -}-76—\(1) + 57 -'-'-;'6—1(1) v B G;(l) -

1

')

3 91" 1
3G 5(1) + $-G,(1) - 54( L, ‘816“ 5(1) - i—%@u)]

WJ

4
wo>

(20,0 -%0,0 - 0,0 Ban - Ho,n

3 2
+ 206, - 9—;-2-6‘3(1) N %6‘2(1) - i% G,(1)

gra, Ao (82G5(1)  18G,(1)y )
H= x4 kle& kg Tt }+;?1%

&-362(1) - "§61(1)}

Er rekening mee houdende dat 6>\= k4 ontstaat door linker en rechter
1lid met
k7 2

1
6A

te vermenigvuldigen:
x21G3(1) - 3k<>‘<1>30« ; &mc‘gm - 36y} /3 -0

i 1
/3 %{l) - 37 0,( §)4f +JO 91525-2(3%1}}0 65362@)&5}

i

1 L .
+;’§§-{L —3136‘1(5)d5+/£ 91526'1(3)de _L 6536'1(§)d§}=
= 7%{ G;(1) + 2%3-6_1(1) - 181 Q_ (1) + Jﬁ%—@(l) -

2
S - -‘{i—%-ocs;m - 85050 - Ho@] s

-2, Gy(1) + ﬁk—G“ (1) - 13?63(1) : l%}o"zm

l
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—-"%—ﬂm *‘31 L5 G,y -3—~56“ (1) + %6(1)]

i Ad\ 2 (=l 356‘(1)} s T%{ _L_a_c“(l)+3-1-6‘(l)}

Door vermenigwvuldiging van linker en rechterlid met k7l3

ontstaat
18 A\

{- k210“3<1) + 2k6‘2(1)}d\ . {-km‘z(l) N 26‘1(1)}ﬁ -0

Van beide vergelijkingen voor & en /9 is alleen ccn oplossing mogeliji
Z0

K®1G75(1) - 3G H(1) K1G () - 36,1 |
| -kQICTs(l) + 2k0,(1) -k1 0 5(1) + 2G,(1) )
-k 0 (1) ' -0"1(1)‘ _ o
-k216‘3(1) + 2k G,(1) “k1G,(1) + 2G5(0) |

+ X°1075(1) - 2 G,(1) G,(1) = ¥°10,(1)T5(1) + 26G,(1)TH(2) = 0

2,

ofwel

(cosh k1 - cos ¥1)2 = (sinh k1 - sin k1)(sinh k1 + sin k1)

cosh2kl - 2 cosh k1 cos k1 + coszkl = sinh2k1 - sinzkl

cosh2k1 - sinh2k1 + coszkl + sin2k1 = 2 cosh k1 cos kl
2 = 2 cosh k1l cos k1
cosh kl cos k1l = 1
2
/3 o k.lg‘j(l) - 21{6‘2(1)
-k1G,(1) + 26‘1(1)

=

K1G4(1) - 2kGp(1)  gy(l)
K . a7 =
~K107,(1) + 2G (1) o}

k10 ,(1)Q54(1) - 2k62(1)@1(l)
{.-klgl(l) + 20 (1)‘3@“1(1)

K10 5(1) = 2kGH(1)G(1) Ly T2

k
frkm*z(l) + 20‘1(1)]56—1(1) G (D)

= J
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T x 6”1
Y'(x) = A &G(I)G"CX) - G ,(1)G,(x)
k6‘1(1) |~ 1 3 2 2
Y'(x) = )\CA %Cr(l)Cf'(x) ~<5~(1)<5'(X)}
CY‘( 4 2 3

1

1 (0= A% (6,0 6, - G gy}

Y(1) = O Y*(1) =0

Verder volgt uit cosh k1l cos k1l 1

sinh k1 \/cosh kl-1 %/ -1 = tg k1
cos kl

01(1)G4(1) =G5(1) G3(1) = 2(sinh k1 cos k1 - cosh k1 sin ki) =

i

= 2tg k1 (cos k1 - 1)
De uitdrukking in alleen nul voor k1 = nW .« Alleen voor het triviale
geval dat n=0 stemt dit overeen met de wortels van cosh kl cos kl = 1

Gé(1) -G,(1) G,(1) = -2 sinh X1 sin k1 = -2 $g k1 sin k1 =

—

Ook deze uitdrukking is alleen nul voor kl = ni\ .
Inderdaad is dus

Y"(1) £ 0
Y"'(l) ,{ 0



2¢ Boerhaavestraat 49
TELEFOON 51660 -'56643
AMSTERDAM-O.

MATHEMATISCH CENTRUM
- 36 -
Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)

te 's-Gravenhage
6e Voordracht: 16 December 1953

Spreker: Ir R.W. Trense.

Bepaling van de eigentrillingen van een aan weerszijden scharnierend
opgelegde staaf, die onderworpen is aan een trekkracht P.
Van de integraalvergelijking, die het
probleem beheerst, zullen we aller- ¢ § ﬂ/'

eerst de kern afleiden, dewsz. de in- < ° é K
vloedslijn voor de uitwijkingen uit P ¢ [ > !
de evenwichtsstand. De D.V. hiervoor zijn \Y
fﬂ:—q(x):—-U(X—é)—
dx2 1
5
2
M. Py =- 51 &S
dx

Waaruit door samenstelling

aty p &fy _ U, (x=§) .
b Bl &x° EI

Voor het punt x=0 zijn de randvoorwaarden

Y(O) = O; Y"(O) =0

Door L.T. ontstast uit de D.V.

s4y(s) ~~83Y(O) - SZY'(O) ~ sY"(0) - Y"1 (0) - —gz SzY(S) +

28

L. s7(0) + = ¥1(0) = .
ET ET EI

In verband met de randvoorwaarden

e—s_ﬁ

te

(s* - -E—I-s2>y<s> = (2 - Z9)71(0) + ¥ (0) +

EI EI
P 2
4l1] "E':'[":Q(
t LENEe) ~8 j
y(e) = 1500 L0 e ,

S 82(82— d?) EI 82(82_ d?)
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of na partiele breuksplitsing

YH(0) . Y''(0), 1 1 1 e"ﬁﬁ e~ s
y(s) = + - "’Z) + *—-g-)
s R ACEI o°- K

Inverse transformerend

¥(x) = xY'{0) + }::%9-)_ {sinh A X - okx} ﬁi%:’ﬁ‘?ijl &sinho( (x—§ )-—d\(x-§ )}

Yi(x) = _11_'.0((_0_). ginh & x + -—L}-:-"-E-l{s:.nh A (x-—S)
A EI
Uit de resterende randvoorwaarden
Y(1) = O Y*(1l) = 0 wvolgt

U sinh &A(1- §)
T'(0) = = -5
K°EIL oCEI sinh K 1

Y"1 (0) = - sinh oA (1";)
EI sinh A 1

v;)-! 1-§)x sinhof1-lx sinhA(1-%)-1 sinhox sinh RA(1-§)+ldx sinhe(I- ¢
K3 EI 1 sinhk1

+dti-§-§2{ sinhd\(x-S ) -d(x"g ).

Nu is o°EI = P.

Y(x) = - sinh A x sinhO((l-g) . (1- E)x . U(x- E){Sinh‘:((x_ §) oA x— §)
P o sinh1l : Pl

Voor x <§ ofwelg y x
Y(x) = - sinhd,(l—g) sinh o x + (1- SIX
P & sinhdl P1
Voor x )ﬁ ofwelﬁ { x
Y(x) z__sinhd\(l-g) sinhof X Ll-g)x . ginh (x- §) (- €)
P of 8inh( 1 Pl P P

waaruit na enige uitwerking

“(x) = - sinh dg sinhol(1-x) . E(l—x) )
Pl sinh & 1 P1

zodat voor x ¢ S - g yX ook te schrijven is

v(x) - - sinha S eimna (1-x) , $(1-x) _ strnok(x-8) , x= §
P A sinh(1 Pl PA P
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Denken we ons de beweging weer als een staande trilling, zo krijgen we
met datgene wat in de voorgaande voordrachten reeds werd behandeld voor
de integraalvergelijking zo we

2
X = m‘*; stellen
P

T(x) = A ]i _ sinh § sinh & (1-x) +ok§ (1-x) }Y(E )ds +
| sinh & 1 1

jl{ sinh A(1- §)sinhdx , A(1- §)x) Y<§>d§ _
b sinh & 1

}\ X

If-

+/\[& smhok(x-E) - OK(X—E)} Y ( g)dg.
0]

_ sinhd § sinnd(1-x) & §(l~x) } w(§)a§
sinh A 1

1
Zij/}:—d[ sinh & (1~ §) Y(%)d§

o sinh A 1

a/=+f NS Y(E)dg

0 1
X

T(x) =>\] { sinhok(x-g) -d\(x—g)} Y( g )d§+ %z—/\ sinh A x +/\2§x.
0

Ta L=transformatie:

Jormenigvuldig linker en rechterlid met 82(82— OKQ)
(94- 252 -;\d\3)y(s) =/\/3 8% +A1(82— d\z).

o k° _%O,\z +\/%e&4 Ao 3

i

1
k§= %OL2+\/%OL4+/\OL3

) A\ £, 82 N ¥ (s°- %)
v(s) (82+k )(B 2 T (32+k§)(52~k§)

of na partiele breuksplitsing
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2 2 2 2
>\ iq { k,¥ \ k2 } \ X i k‘{ . kz . & 2 0{»‘ 2 %
k%-x-kg 82+k% sz-kg ‘ 2+kg 324-1{% é—kg sg-x-kg 2_k§

v(s) =

Door inverse transformatie ontstaat hieruit

A : k 1+ 0&
Y(x) = —%—%{k‘} sin k.x + k, sinh kzx} + 7-—2-{——;(———-— sin kX +
ko+k +k
1772 2
K5 ok
N ginh k2x } ’
2
of in het algemeen
Y(x) = C, sin k,x + C, sinh k,Xx
_ 2 . 2
Y (x) = - C.,kj sin k,x + Coky sinh kyX.
In verband met de randvoorwaarden Y(1) = Y1) = O

C., sin k,1 + C

1 1 2

2 2 . _
- C‘lkT sin k11 + 02k2 ginh kzl = 0.

Dit stelsel heeft alleen een oplossing ongelijk aan de nuloplossing, zo

sin k1l sinh k.1

—kzsinkl kzsinhlil = °
1 1 2 2
of na uitwerking

(k% . kg) sinh k,1 sin k,1 = O

k%+k§=2\/-}o&4 fONA3 #£0

sinh k21 £ 0.

Len oplossing is dus alleen mogelijk zo

k1l =uTl n#0
22 \ 14, 0dd - 1o2 - n27?
17\ 1 2% = T2
2 2,2 2
4 p \3_mw2 3 nwrd?  nw
= AN = =2 A”° = =
A (EI)° Pk P EI
\/_1_ P, me’ __ 2 _niTU°
4 (B1)? EI OFT 1°

ol
~
=
3
—
jes]
H
4+~
+
o5}
b
-
P
t=
i}
S’
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o2 - 2272 ¢ p®wler | P}
= 5
ml 1
Uit: ¢, sin k1
0y = = ———1= volgt C, = O
sinh kyl

¥(x) = C, sin B afx |
1
Bepaling van de eigentrillingen van een aan weerszijden ingeklemde staaf
onderworpen aan een trekkracht P, D.V. van de kernvergelijking

by p ooy U8 = E)I =

s - So———— T e
axt Bl axf I < L -

Nea Laplace Transformatie: Y

4y(s) - S3Y(O) s Y'(O) - sY"(0) - Y'"(0) - — s y(s) + ﬁSY(O) +

_35

ﬁY'(O)

o §

(84 - %T sz)y(s) =8 Y"(O0) + Y'"(0) + eEI .

L. verband met de randvoorwsarden:

213 %T = K2
y(s) = Y (o) _ ., Y"'(O) -s§
s(s2- ) | (8- o) EIs 2(8 - %)
- Y“(O)( 38 - l Y“'(O)/ 1 - 1 ) 1 4 e-sg - e"'s )
y(s) A2 VG2 2 5+ A2 g2 2 ;?J’O@Efs?_o@ 2
Y(x) = Y;O {coshokx - 1} + -E;—\(%l{sinho(x - oLx}+

+ ﬁ;—gl{sinhvk(x— g ) —o‘\(x-ﬁ )}

Uit Y(1) = Y'(1) = O vinden we voor Y"(0) en Y"t(0) waarden welke
functies zijn van E .

1] H Hy( §)
Y"(O) - _ig_)_ , Y"'(O) = QFE .
ol EI EI
voor x ¢ g "’f)x

Hy( §)

sinhA x - x| &
ekl )

(5
= h -1
Y(x) —-3%-;—- cosh X } + n



Voor x >§ qg(x

Y(x) = iZ;fI) {‘cosho{ X - 1} + Iii;fl) { sinhdx -okx}+
+ T {sinh D{(x-§) -o((x-—§)}
In verband met de symmetrie x ) § - § { X,
H (X) | H2(x) . o
(x) = 0(3EI {cosho&§ - 1} + o(3~{31nhotg - g}

x<§-.>,§>x

Y(x) —%%{COSth - 1} + %QX) {sinhok§ -oL§}=

{mnhe((x-f ) = ol(x- E)}

) O(3EI

2 2
ula ‘A = m &) .
Pds A EI

De integraalvergelijking wordt dan uiteindelijk
X

Y(x) —\j{ smhot(x—g) -oL(x-g)} Y(g)dg

+\j H( { cosho{x-ﬂl Y(g)d§ +‘

+\j H2 smho{x-—o{x}_Y(E)dg .

uij /3 L §>Y<§>a§ eng=o<fs2<§)x<g>ag.

x
Y(x) =?\( sinh o (x- §) -ok(x-¢)} Y(E)atf+
x 0{ nh o (x g x g} g §
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+A/3 cosh ol x ~ 1& +——-- s:v.nhotx—o(x}
Na L.T:
1 1 1
y(8) =A& {?Lo—&-z ;}2 y(s) +\{5( -3) “\X(;??“Z - ?)

(s*- t%e? —Nokd)y(s) =ApA%s - z\ge’?,
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en o
2 ' :
K] = - 3%+ qot e N3 ad = Je® e Joth A3,
y(8) = A B A2 + A Y 22
(s%45) (s°5)  (8%+k5) (s°-k5)
A Re. _ol2 2
(s) = N MY ok L

d\2 ( — + “‘2‘8""—2') + T-z( + ).
k§+k§ sz+k? ] —k2 k1+k2 82+k% sz—kg

In het algemeen krijgt men hieruit door inverse transformatie

—_— L 3 L 3
Y(x) = C1(— cos k,x + cosh k, )+ 02(~ X sin k,x + X sinh kzx)

Yi(x) = 01(1:1 sin kX + k, sinh kzx) + 02(- cos kX + cosh k2x).

De randvoorwaarden Y(1) 0O Y'(1l) = O voeren tot het verge stelsel

i

1
Cq(— cos k,1 + cosh k21) + 02(— %— sin k,1 + —

sinh k,1) = 0
1 1 k2 2

1
1,0k, sin k.1 + k, sinh k,1) + C,( = cos k,1 + cosh kyl) = O.
Lit stelsel heeft een andere oplossing dun de nul oplossing, zo:
coszk 1l -2 cos k,1 cosh ko1 + cosh2 k1 + sin2 k,1 - sinh2 k,1 +
1 1 2 2 1 2
k, Xy
+(E? - E;) sin k11 sinh kgl = 0, ofwel als
K2-k?
2 - 2 cos k.1 cosh k.1 + 2 1 in k,1 sinh k.1 = O
1 2 KX, sin Xy 2=~
In dat geval is

-k1 gin k11 + k2 sinh kzl

cos le - cosh kzl

waarmee het probleem opgelost is.

Ve hebben bij voortduring gezien dat in de behandelde problemen de kern
der integraalvergelijkingen symmetrisch is.

Verwisselt men in Gtx,§ ) x met zo behoudt G(x,§ ) haar waarde.
Immers was X ( § dan is na verwisseling x ) § geworden, de vorm van
G(x, £) is dan de gewisselde vorm geworden en na verwisseling van

x en ¢t krijgt men dan de oorspronkelijke vorm terug.

Me@oWe G(x,f') = G(§ 'X) e

laar hieruit volgt de orthogonaliteit der eigenfuncties. Immers zij
Ym(x) en Yn(x) eigenfuncties behorende bij de eigenwaardan'h\m'en ?\n

1
Y, (x) = xmL 6lx, £) (§)a k
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Y (x) = /\]L G(x,}) Y ( B)d.é.

Vermenigvuldig de eerste en de tweede vergelijking resp. met Yn(x) en
T (x) en integreer beide leden over x van 0 — 1

1 1 1
f Ym(x) Yn(x)dx = ;\m £ f G(x, E)Ym( 3 )Yn(x)dfdx,
0 0

1 1 1

f Y (x) Y (x)dx = 7\7)[ [ G(x,g) Yn(} )Ym(x)d§dx.

0 0 0
Passen we in het rechterlid van de tweede vergelijking een assenver-
noeming toe en maken we gebruik van de eigenschap G(E ,X) = G(x, E),

zo wordt deze vergelijking
1

1
g Ym(x)Yn(x)dx = /\n [) {) G( g :X)%(X)Ym( %)dxd&: |

1 1
= hn[ [ G(x, %)Ym( %)Yn(x)c?z%dx.

0 O
Trekken we nu beide vergelijkingen van elkaar af, zo krijgen we

1
(Xm_ f\n)O/ fG(x,E) Ym(g )Yn(x)dﬁdx = O.
0

Daar }\m?{ kn’ is

gl ({le(x, (5 v fax = o

en dus 1
Ym(x) Yn(x)dx = 0.

Men kan de eigenfuncties normeren, zodat
1

L Yn(x) Yn(x)dx = Te

Ze vormen dan een basis van een Hilbertse functie-ruimte en hiermee
ontstaat de mogelijkheid tot een ontwikkeling in eigenfuncties.
Angloog aan de Fourier-transformaties kunnen we dan ook "% ~rm*-
formaties" opstellen, die we zo kunnen kiezen. dat ze aangepast zijn
aan de randvoorwaarden,
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Aequivalenti€ tussen Differentiaalvergelijking en Integraalvergelijking.
o an ‘an—1 D
ZlJA=a1b-;ﬁ+azm+ ...an-g—}-c-,

845 8,5 e+« 8y kunnen constanten zijn of functies van X.

De Integraalvergelijkingen die we hebben leren kennen hebben de ge-
daante

1
y(x) = d\j K(x,g )y ( %)dg .
0]
Oefenen we de operator A hierop uit

A y(x) =0(Jl{ AR (%, %)} y(g)d% '

aar nu is:
1

A y(x) =DKL U1(x-—§) ¥ g)dg ,

zodat

1l
A y(x) ~Ay(x) =d\{ (4KGe, §)- 03 §) ) 3(§a§
0

Als K(x,% ) voldoet aan

K(Xyg ) - U1(X“_§) = 0,
deWezs aan de differentiaalvergelijking van de invloedslijn en y(g )
begrensd is in het gebied O & 3 ¢ 1, zo voldoet y(x) ook aan

A y(x) -oly(x) =0,

dus aan

A y(x) =Ay(x).
QeCe de
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Cursus liethoden der Mathematische TFhysice (vervolg)
te 's--Gravenhasge
Te Voordracht: 6 Januari 1954.
Spreker: Prof.dr.5,Csvan Veen.

$7. le inverse Iaplace-transforiutie.
Ve in § 6 afgeleide stellingen van '‘ellin, i.h.b. ce tweede stellin

v, ellin, leveren onniddellijk de formwle voor de inverse lLapnlace-

transiornatie.

'ij hebben immers gezien (vag.18, Twecde stelling van ellin), dat uits

co
f(s) = j xsu1g(x)dx (256)
volgt ° TRl
g(x) = Egaf-j;tw. xS (s)ds . (7).

Voldoende voorwaarden zijn: voor x>o is g(x) bij geceelten glad.
en:
In de strook o\ & O 4/3 is
O

a1
i}x g(x)ax
absoluut convergent.

Stel nu in

(26) en (27) x=e™Y
Dan gaat (26)

over in:
+c0
f(s) = J ™S s(e™V)ay Co(26t)
-¢0
waaruit onder de gestelde voorwaarden volgt
T+ €O ¢
gle™) = ﬁ%? ey(s) f(g)ds (7).
? L o
tellen wij
gle™) = F(y)
dan gaat de uitkomst over in: g0l
o0
£(s) = 5 eV P(y)ay ———  F() - gy j (s as (20)
) © - oo ¢

(onder de gestelde voorwaarden) .
De linkerbetrekking is “bijna" een Laplace-transformn.
Deze uitdrukking gaat geheel in een L--transforn over als wi] @Ky)
cefinieren als volgt:
T(y) = T(y) voor y> 0.
T(y) =0 voor y£ O.
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Taardoor is er wel kans, dat voor y=0 (of x=1) een discontinuiteit wordt
. ingevoerd in g(e™V) = g({x) , maar dat doet geen kwaad de funectie g(x)
is evengoed bij gedeelten glad, en (28) gaat over in: ‘

<Q
Uit f£(s) = 3 eV P(y)ay ==J:{F(y)§ volgt:
Teeoi ©
m-l-_-_ ys o - F B3
) J eV” f(s)ds = F(y) voor y>0

AN
0 wvoor y 40,

i

Aan de voldoende voorwaarden is zeker
recnts van de 1lijn
(¢ -0l , T +eoi)
een enkele singulariteit van f(s) is gelegen.

Yan is immers in ieder punt s =a7+ it (o, 2a).

(7]
floy ) = l x &1 g(x)ax
wbsoluut convergent.
/ij kunnen dan tenslotte de gevonden wuitkonst als volgt zo Xort mogelijk
formuleren:
‘Tanneer gegeven is

@
L{r(n} = £(s) = f e n(y)ay (28)
o]
dan volgt hieruit omgekeerd: g0l
- -1 1 +y8 ‘
T =d, f(s)} = s j‘ e f(s)ds (29)
(¥) {go)} = g | (s)

wanneer o-groter is dan het re&le gedeelte van alle singulariteiten

Rt

van _f(s).

8. Ioepassingen:

De formule (29) stelt ons “theoretisch’ in staat, o de inverse La-
niace—~transforn &1 {f(s)s van een gegeven functie f£(s) te bepalen.
Deze berekening wordt teruggebracht tot de integratie langs de rechte

(o0 ~-i , #+xi) welke volgens de bekende methoden van de conplexe
functietheorie (residucn-rekening) tot een contourintegratie kan worden
kan worden teruggebracht, zoals wij .iet enkele klassieXe voorbeelden

illustreren.
Voorbeeld I f(sg) = “i:fniﬁ}@ (stel a redel)
ij ( Pl _t 15 )
B Fnige singulariteiten: polen van de 2e orde
i
' oo in s = + ai
/ LY i o s
/ : 'ij integreren over de gesloten contour,
ol ¢ f“ x sanengesteld uit de rechte AB, en de cir-
\ . '5 kelbooy OCA, met straal 1 om de oorsprong
Y e
\ E beschreven.
A
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De contourintegraal = 271 Zresiduen

Op de cirkelboog is s = R -7

f(s) = % ]

-4
: n = O(R )‘
u(R:.ethp + az)c’.

auwkeuriger VE(8)| & s

e

(R%-a)
yRcost
1 j o8 f(s)ds l < ,( '6‘3'"5""'"*?”’_5' RA ¢ <
BCA BC.a (R=a“) €
oy TV
e “R 2r e~
{ =g j Al ="~y —> O voor R—o0
(R%-a2)° 1t (R%-a2)°
us voor l-e:
G400
c ye
‘2“;;“%‘” S e’ f(s)ds ::{Res van ~-»-,§-~~\ o, in o+ ailj +
S (s“+a“) -
Tt . { eyu
+{Res van - —wo——- in - ais
s‘+a2)2
stel in het eerste geval : s = ail +4.
eve _laird) o ogyed v 4
) ) - - -
(s%+a9)?  §(2a1+8)°  §32a1)” (1+ %5 )P
val 2¢2 2
e 1 § 378 28 3
I e g = ( 14 l‘r‘ + 3 + .o.o) ( e g o — e o o ) =
—4&2 5 1 2! 2ail (2&1)“
Lyal . . o
"." 'mhm:;wt “1-“‘5- { 1“” O (y+ ':éLT) + O( (3“) @
“‘48- él.»
ms ¢ residu in +ai = coeff. wvan é e wlgw e+yai(y+ ﬁ)-
48°
0p dezelfde wijze vindt men :residu in -ai = = 1”@ e~ya1<yu é).
da

(8%

nus: F(y) = &7 {-qu-w— } = ! &

-~ = e ey
+aa)2

4a”

y( eyai +e~ya1) _ gé“( eyalmewyalﬁ

1

5 5 sin ay - aycos ay i o
Y
2a
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Cursus llethoden der Mathematische Physica (vervolg)

gt

te ‘'s~Gravenhage
8e Voordracht: 20 Januari 1954
Spreker: Ir R.’. Trense.

Algeneen bewljs, dat voor de cons tructleu, die in de vorige lezingen
worden beschouwd, de Greensche functie G(x1<§) symmetrisch is
(telling van Taxwell)
doenen we de zakkingen in de nmunten x en } zo in het puntdg cen last ¥
aangebracht wordt y. (x) en °0(§” een zo een last ‘. in x aangebracht
wordt 3,ﬂx en y. (ES B
Vol _ens het sug@ipo sitiebeginsel krijgen we, als we P en ) in verschil-
lende volgorde op de constructie aanbrengen toch dezelfde spanningstoe-
stand.
Daar de hieruit voortvloeiende hoeveelheden inwendige arbeid pelijk zijn
aan de bijbehorende hoeveelheden uitwendije arbeid, zijn de laatste als
de eerste aawn elkaar gelijk.
In het geval dat F het cerst wordt aangebracht is de uitwendije arbeid
Ay = }Pyﬁ(§) + ?yQ(g} + Qv (%)
‘ordt  het cerst wa,huobrddt 7o is
Ay = oy () (B (%)
Gellgkutelllng van Ajen A, voert tot

Py (§) = wplx)

Alsnmu P =)=1 20 i5 yq(g) = yp(x)
De zakking in een punt x als gevolz van het .anbrengen van een kracht
P=1 in een punt f is dus gelijk aan de zalking 1in het punt é als in
het punt x een kracht =1 is aangebracht of m.a.w.
Clx, §) = G(§ ,><>
Stelling « 41 w1 p% yeos de genorncerde ciien functies behorende bij
de eigoenvaardaen A} ,AQ geees vVan de 1n%u¢raalvurgelljming aet gsymmetri-
gchc kern Vs
0(x) - A | K (6 B(§) at

AW’hQ"" vorie ecen 513 van aonotoon aangrooliende positieve cigencoar-—
den. e srootte V&h dese ci enwaarden nenc onuvezronsd Coe

Als glx) = [ K (=, §) h(g)dg
waarbij h(x) op het intarVul [ 0-1] be,rensd en bij gedeelten continu

is en als !

&y = 4 g(x}@&(x)dx

20 is Z_ @i(x selijkmatig convergent
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m.
en gaat g(x) - Z”aiéa(x) gelijkmatig naar nul voor n —» &2
Tea.w. de funcitie g(x) is ontwilrelbaar in een reeks van eigenfuncties.

“oe veelouvattend en technisch bruikbaar deze klasse van functies is
zdllen we aan het eind van het betoog nog nader bezien.

J hot bewijs van de stelling woet gebruik ,emaakt worden van een aan-
tal hulpstellin en wier bewijs we aan het eigenlijke bewijs van de stel-
ling =ullen laten voorafg=an.

sJe eerste hiervan is de Ongelijkheid van Schwarz
m ) m m 5
(Zajp)® £ (2L a;) (2 b7)
Bewliss De vergelijking (aix + ’bi):2 = 0 heeft zeen reéele wortels,
behalve als bx:\a..

-3 o

In dat _ev .1 JOIﬁE do verwell} ing
(}u;\) Z ai =0 = X, o = - A
t Py b .
“lea.w. van de beschouwde vergelijking in x is ce discriminant & O.

ve uitjcverkte vergelijking zicet er al° volgt uit:

nom -~ m
x" T2 ‘b, + = O
% aj 2% ; e z b,
oM, ; ", .
2 A 2 Q_ndce-
Uiscr. b - o :
{5 agv;)” - 4 ; ) ( };b )
seschouwen we vervolgens de <113Kh81d van Schwarz voor functies

Definiéren we het inwendige producw
(f,5) __JL ax
en de norm van de functie T
(£,0) NT
be bedoelde ongelijkheid luidt hiermce
£,8)° & (£,8) (3,8) = Nf Hg

il

Bewijs: ) ’
(£A+ 2)°ax = NSNE + DA {f.s) + Wy = O
neeft gceen refle of gelijke wortels van A
Discr. 4(E,5)° = 4NE Ny O g.d.e.
bat de functies Qi een orthonormaal stelsel voricn,drukken we et de

Kroneclker § als volgt uit { 0 alsm# v

pmr 1 alsus= v
'%L’qa)x ér‘v

Iedere functie [ is foriweel als recks van orthonornale functies @1 op te
schri jven.
Inmers z f=2c ig

AN

(fﬁ? = L %jﬁdﬂ):xzcnﬁkaCV
Dat netterdaad ontwikkelbaar “is zullen we voor de functies g(x)  Juict
nader bekijken en bewijzen.
De Ongzelijkheid van Bessel
Ir worde in het midden gelaten of £ al of niet te ontwikkelon is in
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cen reeks van eigenfuncties. lieny vorme de inwendige nroducten
c, = (fy¢) = [fﬁdx
20 1 o
Tef ¢ NE
Bewljss
f(f-—Zc«fz)g ax &0
2 : 2 .
jf dx -2 /chf P dx + /(ch%) dx 20
Aangezien
. B : 2 2
(PNLP’) = ‘S\N-V is f(Zc,w - 2 c
‘[ 9% - 2 ) c, j’f yadx FJc o 20

/fzdx—-22 cy2 -!-'ZCE 20
2: cf & jfgdx gq.d.c.

Analoog aan het bewijs van de ongelijkheid van Schwarz voor functies
kunnen wij een belangrijkq %}genschap afleiden voor de functie
J(yﬂs}@ = j K(x, £ Lx)p () ax ¢,
waarbij pgeen eigenfunc%ié’hoeft te zijn. Lchter moet Np wel begrenss
Zijn.
De vergeli,king in o :
)
[[{d~K(x,§) +$’(x)@%§)}“dx dgx
-y
= @ H{ K(x,%) “dx d §+ Qdfffi(x,é)}o(x)p(g)dx d g +
2 2
+ jﬁ(@(x)}‘*{ﬁg(g)} ax a§

heeft geen reéle wortels van & of anders wzijn deze wortels gelijk.
PeBeWe

Jisr.: 4 {cl(\@,@)}!f _ 4(@,‘0)2}j { K(::,§)}de 3 § Lo
[T} & (.0 °]) { ii(x,p}'@’ax e §

Nu is de invliocedsfunctie K(x,%) steeds een begrensde functie en danr
ook Ng begrensd is, bezit fJO@,g)l een begrensde waarde.
Te kunnen ons nu dus met recht aivragen of }J(@a?)l zo we Tuncties @

4

H

0

bveschouwen waarvoor NV) constant is , een naximum waarde bezit en hoe
groot deze is.

Nenen we voorlopig aan dat Np = 1.
De functie K(xyg) bestaat nu ofwel uit polynomen of is in verband .
haar continuiteit op het gebied x{@»l& , §{O-1} gelijkmatig coor molv-
nomen te approximeren. (Veierstrasz)

M,
K §) = L 00 35(§)
| = (x,§) - )Tijm():,i)} Loe
2 functies <x1(x) ,dg(x)......dz (x) ,fg?(x) ,/32(x) cees /2£K>
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denken we ons lineair uitgedrukt in een systeem van q orthonormale func-

ties w1(x) Z(X) u.) (x) hetgeen door een orthonormeringsnro-
ces 1n tot stand te brengen.
q,(rn)
v e m
Kplxs §) “zféz. Ciy @y (%) e ()

T vervand met de symmetrie van K(x,g) is

o™
Cik ¥ ki
¢lnl g
m. oL —
fRin e 2oe DW= J w0 (D) =
(_,k:l (,ku‘
g
= Z ey w; () W (§)

Rz
Noem Jm(‘p p) = ” I’Cm(x,g) p(x) \p(%) dx &é

verder zij (\P,ui)

g n)
. M
20 is J (?;ﬂp.) = Z Cic ¥y Vi
L k=i
Von iJ (\p \p)i moeten we nu het maanimum vinden wmet als nevenvoorwaarce
(\p,\?) = 1. Volgens de ongelijkheid van Bessel is
g ()

Z yi° £ (@) = oo

®

De g (p \P)\ld Te vereiken als Z ,,1‘7 = T

Tare dit niet het geval, zo zou [ I (P 2P) itc vergrotelr zijn door haar
aet cen geeigendaéactor te veraenigvuldigen,

k..!

. . 2 2 2
Tamers zij _;_ y. = ¢ c” 1
: i
(=t ¢ (m)
i - _ 1 S T
alsmu y; = 5 ¥y » dan is L0y = 1

Lm

Nu aat de ongellghhold van Bessel in ecen gelijkheid over zo Q ontwili-
“clbaar is in het stelsel Tuncties waarmee de cocefficicnten zijn onge-
vouwd.

Nemen we een gecong?gyearde functie

.\@ = 3}1% in beschouwing zo zien we dat hier-
voor geldt e=t gl
~ 1
(g = vy =5 vy en  (@pp) = Zi. yi© o=
- Q\.‘Y\.} - _ tet
Jaar dém 18 } Jl&(&P'KP)t w f Z Clk yl y}: } —
q,(:n,) ket
= {--L TR S \
= ’ o2 z; Cix Vi 3k'“ e ? TP l ) lJmapdp)l

vy kel
De bepaling van een extremua van J (L{,« \{,) is aequivalent unet de
de bepaling van een extremmum van

('n
J (Lp p) - {%/Z yl - 1 ofwel van

Lal
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(m]}
s
. k*‘cik ViV = Cim {:‘yl -
Partidle differentlatle voert tot
)
m
Y

"¢ hebben hier g(m) homozene vergelijkingen met q{m) onbekenden.

Bij nulstelling van de deteruninant der coefficiénten ontstaat een verge-
lijking van de graad q@n) in Cﬂvﬁ De wortel Cr wvan aeze verselijking
dic de grootste abs. waarde bhezit is juist de waarde, die we hcbben wil-

len.
lmaers noen de oploss%nﬁ)vanzde vergelijking
*
I tezanen net y. =1 $ V.
. i 71
Lzt

S P
wacnigvuldig het linker con rechter lid van I et y; en sommeer varn

i) q L) ¢ ()
J ((P‘\F)cxtk = Z_ Cm}; Ve Y3 Z()—(V = 0im
i., h el

e zullen aantonen dat
* » *
- N
‘Pm.(x) - yl (/J,(X) o+ yng(){/ + e s o w s e y(;(’n-)ba<n) (X)

voldoet azan de integraalverg.:

¢ (x) = ql jii (x E)\p(@ a g II

L AN
In verband aet de )orthonor@ale cigenschapoen (bJ(x)“%(x)) = 3,*v
A

%2 v
en de voorwaarde (y.)“vx 1 is

Yn)
i J {‘Z;V u)(x gvx = 1 en is OPPj“ﬁ) = 7y

Veruenigvuldig nu het linger en het rechter 1id van I act bji(x) en

somacer van  1-g(m) ¢l . ¢ n) ,
a
Z Crg Ve Wi (x) = 1 Z vy @i ()
LRwd
g &l

$ e, 0 (x) jb;gg) o (0o = Tup(x)
vl "
G, P (%) = g}f :,Ji(x)u,;(ﬁ) P (g)(ag -jfi‘m(x,g)‘pwgg) a§

gedeca
Het omgekeerde is ook waar uit I1 volgt I.

Vermenigvuldig het linker en rec:ter 1id van I1 met in(x) en integrcer
beide leden over het toepassingszebied

*
1 (9,00, 400 - &:j;: H (B0 g (6 ex d§ o
= é; [[ z ‘“(x dx W, <§} ¥, ( ) 53 T :/;‘ ®ix y;

(R qed.ca
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In de ongelijkhoid {J(!(,,tp}}z £ (\g,p)g”{ E’;(x,g)}z ax a§
is J(x{),\P) te vervangen door J(p,}p) - Ja (P P)
{7(pep) - Jm(p,tp)}z ¢ (p pxﬂjj{ K(x,§) - z:m(x,§)}2 ax a§
en daar {K(X,E) - K?&x,%)i <t
I(gep) - mezp)}z ¢ g?le

700r M oo Zaat Kw$x,%) over in ¥ ig‘) en J_(Q.P) over in J(@,p)

nar dan is  1inm Glo= o
M = CO N1

Jao | ¢ :,{7 2o (pp) = 1

1 in het algemeen

|sopf ¢ 149k

Zekijken we vervolgens ecn soort geconstruecrde kern
m,

/ (x) (¢)
ZI(x,6) = Ux, P - Z ?i.-f-?.\e,gi...gw
1

213 kiln , n () \ |
JJ:LM(X;%) ‘ch(§) dg = j E»(X,§) prg(g)d§ - E;_ «;;\»;w- {‘pi(gﬂp,{(g)ag =
Plx) Pilx) -
- A k> B ’A~k B

\PK(K) is dus, z0 k &£ m geen oplossing van de integraalvergelijking

plx) =A j K;(x,@ Q(E) cig
§R+1(x) is zulks wel, imaers
Am+1 Siim(x,p ‘P’"Z‘ﬁ) af =N, SK:(x,%) O 1(§) af -
Mot &R J\agg) Ce 1612 = g, ()
™n het algemeen zijn @ (x) oplossingen zo Kk 2m +1

e bijbehorende cigenwaarden zijn A % ! de klecinste van de reeks is;km+1

Zij !q?(x);ﬂ}ﬁ(x)( ...... Q1(x);l§2(x) ..... twee reeksen van continue,
of bij gedeclten continue functics, zodanigz dat hun norm cen bovengrens
o bezit

B, Op) = N(Mu) + N( t,!‘) £ 20 Mg G

Volgens de ongeliijkheid van Schwarg yoor functics is:
L Ty
(Mur ) = VAL
£ S ) AN Z)4 M
Wy + Ga) & MM NG ) m\/n( MON(Z) L 4 m

T b = [[Kre ) M) Guf) ax a
RN R RS DN RN RN M RER R L N

Bijgevolg is

a1 nu
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: MMt & 431
S versi L ved
! \ N Jih I
R R v WA S AL XL S v

Ap&: ApAt Ahéi
Hieruit wvolg it
volgs 2 50| & R
lioar dan i = U f=0
ar dan is iimw J (fv?M,é) ”J‘.}on}ﬁ (x, )07"*(){)5 (g) dx 4
24 ] e, = ffi(x,f) P B afs T
V
Volgens de ongelijkheid van Bessel is nu
Lav
5 N Lp,_(wz)
K(x,§) d f 2 zz;
©Q 2 ' Al
U fp, (=)} ,
Bijzevolg is T(x) = -ui1-~-m convergent en dus volgens de
] 1
i

welling van Dini gelijkumatig convergent.
cachouw nu “de geconstrueerde kern

S RN
JG(X,§)h(§ §=

h) ) o0

peo JBE R

n(t) h,p;) h,
waarbij a; = j‘f_i‘(_i;_l.,(ﬂgm dg - ‘(_X}i}_ _ ){i

t

Tioruoe wordt K(x)

0
13

Volgens de ongzelijkheid van DBessel is
z 2 ¢
. N
hl & Ih
. * 2 : ; .
cn vormt E hi dus ecn convergente recks.

“Iijhebben recds gezien, ddt

2
=P, (x)} N |
Ei »~«§mw; gelijkmatig convergent is.
/.(
i

Volgens de ongelijkheid van Schwarz is
L 2
Elmp&xm(mx_)_ Fa .}.1“2%}..(3{_2. A ( h 2 “ovowe 11 2 )(8‘1,.( .X-?w
- n m A2
2

) )

+e e

A .
~ = {E(n)} en niet {g(n y)y3

T n
a P, (x) = Z, X”!Pi(x) zelijkmatig convergent.

aﬁpi(x) E’(x) = lin ]ﬁw(x)

A -0

g(x) = jK(x,g) h(g) d§

Bijgevolyg is

213 Xﬂ(x) =

Mg

% & 8 @
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\.

i
s@ e § = | R e np af

21j W (x) een willekeurige, doch bij gedeelten continue functie, wier
norm begrensd is.

A (x) = j ) 31-(~~)~~\9--»-~ () a§

Hiermce vormen we de uitdrukking
jw (x) ] 8(x) = Y (x| ax = ” K (x, ) w(x) n(f) ax a§
Nu hebben we gezien, day

mljnéo K:“(x,gt)b)(x) h(g) dx d§ > 0

no Jur (e -y ax =0
Stellen we (I (x) = g(x) - ¥ (x) zo is
J {g(x ~ ¥ (x) &‘ dx = 0
{x) gaat dus gelijkmatig over in 3’(x) welke gelijkmatig convergent is.
QetleCo
oo ga.n we nu te werk zo g(x) een willekeurig gegeven functie is?
0 wve bij g(x)e'n h(x) kunnen vingen, die begrensd en bij gedeelien
continu is, zodanig dat g(x) = j K(x,g) h(§) d§ zo is g(x) in ecigen
functies ontwikkelbaar. o
‘elnu, als ((x,g) voldoet aan de D.V.
A X(x,§) = U, (x=§)
z0 voldoet g(x) aan de D.V: A g(x) = h(x)
L {
Ag(x) = S A K(x,§) n(f) af - J U1(x~§) n(f) af = n(x)

[+
Hiermce hebben we een cenvoudig iniddel om h(x) te bepalen, waarop we

Tmners:

unnen nagaan of h(x) aan de gestelde voorwaarden voldoet.
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gm@ ( AM
Ml

po 1

EMCRERIE N(X(Bf, - R 9. (5 g)}

XM#!

Hieruit volgt
2, o, S/ l e o
Maar dan is.  1lim J ("] g) = lim J[E’. (x,f)'v‘h(x)g(f) dx d§=0

M'\DD o~y OO

(£)
zij ¥, (x) = Z a, kpl(x), waarbij  ay /ylf n(f) f

zodat [ (x) = ]Z.yi( ) 93(§) n(f) af

¥ (x) =t §ix)
g(x) = [ K(x,§) n(g) af

g(x) - ¥ (x) =/K’(x,f) n(f) a.f

Zij @ (x) een willekeurige, doch bij gedeelten continue functie, wier
norm begrensd is. Hiermee vormen we de uitdrukking

JC«) x) (x)-)’ﬂ(x)']dx_]/K' (x, )w(x) n( f) dxd)f

l'u hebben we gezien dat

tin k) (x,0) w (x) B(§) ax 4§ 0

Gy -, OQ
Jw) {atx) -y (x) jax =

Stellen we W (x) = g(x) = ){(x) Zzo is

/ {g(X) —X(x)} dx = 0 *
¥ (x) gaat dus over in g(x) , zodat g(x) te beschouwen is als
soufunctie van Y (x).
Hiermee is nu de ontwikkeling in eigenfuncties van K(x, f) zelve te
bekijken en wel in cigenfunotlies 501(5)

940 = Ay [ K, 9y(p) af

@i(x) ~ ’
)

(x
fng) = ZE ] vu)

"¢ zullen gebruik moeten naken van de noril van een ) functie van Dircc
rodat we de afleiding hiervan te¢ bekiiken hebben.

We gtellen .
V Kpur . - A‘f«wx
Y s

R
§
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o 2 '
) - M JG“Q}‘PH x ax o Ansy f ~(xV2 “2
Mt A “R'Vﬂ;

- +1 -

- ’\M—t-‘i \/“ m
ﬂ;z A 1 VeSS

Bij de linietovergang m - & en verschuiving van de top van de klok-
functie naar 0% ontstaat een pulsfunctie. 3ij de bepaling ven de norn
kan men dan bij liniet de integratic van - @ - + o®vervangen door
cen van O - 1.

Stellen we nu h(§) =U (§ £) = 11nc)3(§ - § l,ﬁo
VA s
A . § -8 jit»-VZW

s(x) - f X(x,§) U1<§'-g a§=xcx,§>

N X(X, >\. ,ﬁn'“)

u-
jW(X) K(x, f')-— i }Sﬁl(g)]dx=
6 \/f\»fni—l
ij )w(x)U §~§)]dx ag & —- — 0
XMH\,FZ‘—T::
Zorg door een transformatie x' = a,X + a,, dat het interval O~ 1

overgaat in o - { 0 ¢te 3 ¢ 1 &

’)

Kies voorty (x) : 1, x, x° ,.. Sx’ﬁ.. zo volgt uit de stelling van Lerc:

dat de somfunctle van ?{(’01 %Sai(f) de continue functie K(x,§) is

py(x) ;
of m.a.w. Z:{ & Y (%) gaat gelijkmatig naar Y(x,})
Ay

Zij cV:JK(x,E)(P(?)dE SO()

Volgens de ongelijkheid van Bessel is nu

K(x, )2 a 3%ééﬁgfil .
S

13
(x)
Lijgevolg is T(x) = Zi {géjy~~~w convergent.
) i

Er is echter neer.

W T
Z{g—)‘-%?g J R(x,§) ¢4 (§) d} fxcz(x £) df

ZRED e .
ii !\i K(x'f) dg

De somfunctie T(x) 4is dus een continue functie en alle termen van de
reeks zijn positi

Bijgevolg is éﬁ
convergent. !

1

.(§) = K(x,&) volgt

ry ™

gl

l S volgens de stelling van Dini gelijkmatig
i
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Beschouwen we nu wenr

?,(8) n(f) e
X(K)-ZSD( )j-}—j—-—;w d§= Z“?(X)
(5) n ($) (h 9.) h,
waarbij aj =:j'91 § d~} SR S §
Ay Ay X
Volgens de ongelijkheid van Bessel is
2
2 n & Nn
en vornt Z'h12 dus cen convergente recks.
Wij hebben rceds gezien dat
Slae .
‘ -I~§- gelijkmatig convergent ise.
i
Volgens de ongelijkheid wvan Schwarz is
. 2
n, ¢, (x) h, ¢ (X)] “(x) P2 (x)
n'n 19 2 [Fh Il
S ————— ey o 5 & S e h +eus a0 “‘-—T“f‘o-"" ""‘""‘é
t. ;\n )-m d é (n hm ) )L .l
- . é.g}F(n)}2¢nxniat {E(n,x)s 2

h
Bijgevolg is A aiffi(x) -2 2 9H(x) gelijkmatig convergent.
t ! i

Daar we reeds gezien hebben dat g(x) de soufunctic is van Y (x), volgt
hieruit dus dat g(x) gclijkmatig te approximeren is door ¥ (x) en
dus ontwikkelbaar is in eigenfuncties.
Hoe gaan we nu te werk zo g(x) een willekeurig gegeven functic is?
Zo we bij g(x) cen h(x) kunnen vinden, die begrensd en bij gedeeiten
continu is, zodanig dat g(x) = Il K(x,%) h(§) d? zo is g(x) in cigen-
functies ontwikkelbaar. @
Welnu, als K(x,g) voldoet aan de D.V.

A K(x,%) = U1(x—'§)
z0 voldoet g(x) aan de D.V. 4 g(x) = h(x)
Imuers: 1 [
e = [ aEmp ) af- | v ) a a§ - ne
Hiermee hebben weoeen cenvoudig middel o; h(x) te bepalen, waarop we
kunnen nagaan of h(x) aan gestclde voorwaarden voldoct.
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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolgz)
te t's3-Gravenhage

9e Voordracht: » Februari 1954.

Spreker: Prof .Dr 5.C. van Veen,

9. Verdere toepassingen van de inverse Laplace-transformatie.

Complicaties bij vertakkingspunten.

Wanneer de singulariteiten in ecn bepaald halfvlak (links van
R(z)=c) ziJn gelegen, en wanneer deze singulariteiten pewone polauire
singulariteiten zijn (zoals in het voorbeeld van § 8), dan kunnen .

zonder verdere principicle bezwaren de integraal van Bromwick (29)

i.h.a. completeren tot een contourintegraal en de residuenstellin
toepassen (mits de integraal over het "kromme! gedeelte van e contodr
— 0).

fssentiele moeilijkheden kunnen optreden bij aanwezi heid van an-
dere singulariteiten, zoals vertakkingspunten, waarbij de te inte. re-
ren functie niet eenwaardig 1s in het beschouwde gebled.

Wij willen deze moeilljkheden iliustreren aan de hand van het oo.

voor de toepassingen uiterst belangrijke geval:

(s)= L+ & VS (30)
De inversie-integraal van Bromwick (29) levert: ‘
el Vs d
L §_ 1 ye-Vs ds o
F(y)-L {f(S) —mS e ° —5— (,)1)
¢ -0 1
De functie f(s)= L eV pezit cen vertakkingspunt in s = 0. (De

8

twee verschillende waarden voor V' s vallen daar samen).
Om de functie f(s) eenwaardipg te defliniecren, schrijven wij als

gebruikeliljk:
10
s = re
12 :
en VE =VF e ° ='VF(oos\% + 1 sin %). (o)
met -T< O < + T, Met deze beperking voor © wordt de functie \E©
door (31) gedefinieerd als een functie die eenwaardig en analytisch

is in alle punten van het eindige complexe vlak, met uiltzondering van
het negatieve sedeelte van de reele as, met inbegrip van de oorspromn .
Omdat f(s) een analytische functie van VE‘is, is f(s) analytisch 1iu
dat zelfde gebied.
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Laat ¢C een willekeurige positieve cdonstante voorstellen.
Voor alle punten s in het halfvlak Re(s)=2 0" 1is

o)

cos » >3 V2

en

|£(s)]

g, e
-Vr cos ;
2¢

1 [
T e — e o
|S1 r

e

- %:4 0 < Eg dus

I

m.a.w, rk{f(s)l is begrensd in dit halfvlak voor k ) 1, zelfs voor

iedere constante k, of f(s)= 0(s"

Dus:

Fly)=

|
271

lim

K).

T+i

Nu kiezen wij een gesloten contour,

leze contour analytisch is, (Het vertakkingspunt s
tieve recle as moet dus buiten de contour worden gesloten),
kKiezen wij de in fig.1 aangeneven contour, dic verder geen

J(ys- V)
] ﬁ__,@o 0‘_1{3

zodaniy dat

behoeft (tenslotte r,— 0, R0, ¢ - Q).

,,f{"w
d
e
y ‘\\
/ =
4
/ \
i \
‘*«\\‘«“
L o .
S
e /v,‘éf,,n,,ww - /,’:«D“\
c
;’( 3 I
Y

N

e

o, s ¢ /5
LY
"
:
\
. A :
/ kY
/ \
/. |
O - C‘ . - - .._‘_,‘;- o ma—— X
i
/
;
/
f.
;
./
V4
."/
A!
Ceip

ds
S L]
e\
Y87 V8 4b cen binnen
= {0, en de ne: a-
Daarto-

verklar.n
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F+ip
1 o (ys- Vs) dﬁ .
5T + m (IAC'*ICD BDI%-ID,C.‘HC%Q)Q 0
G’-i[g
(Cauchy) (32).
a) We beschouwen eerst Iopt (over de omtrek van de kleine cirkel)
x
Hlerop is s = r/ eie;\/‘ =V-1:':-, e S.m-s 28> _WMa4eg,
G
i
- T+ & yr eie— VE e 2
DDt
=&
Integraal is continuc functile van @ en r, voor rg 3 0, dus:
-7+
lim Iy, =1 j i0= -2(T-€)L—» -2T 1 voor ¢ = 0 (32)
r - 0
)
T-¢
b) ICD en ID'C" _ ((r-¢
Op CD 18 z = mi(n-&) (r‘o< r<R)en Vz = re
aus z o - 1 V: = + 1T voor ¢ — O.
NSy
Op DtC! is z = r'e_i(Tr_é) ,Vz =\r e
dus voor & -« 0 2 — - 1} 7 - - i\/;
Dus: (voor £ -»0)
T R
N L=yr-1 VT dr L-yr+i YT dr
ICD+ID’C'— J < T+ g L= -i-;-
R T
[
R
= 21 f ,TYe .S.E_‘._\.ﬁi dr
It
r.
dus: o o
) -yr sinVr ~yx© sin x
é_j_.;mo (ECDHD,C')zZ’}. f e ——— dr= by [ e dx (34)
R w0 Q 5
¢) Ipc = Ijpg *+ Ing- B
B (e - D 5L ,.'Uf ) 9] .
Op AB = Re(ys-V3S)= Re(y.Re - VRe )=y R cos@ - \[R cos x Ly

N
?2' ®
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L K
2
YRcos @ _ “yRsin@ p_ T
\IBC \( S e 40 = J e d‘? (9=5+9)
- 0
T2 i '%_ zg
3 oz orad o
. . yRsin¢ _
= ( o~YRsing, J e—yR31n¢>d? _ f e . zfspd@ + i.e yﬁmn%”g
0 T 0 I
T z T 2
3 2 T
2 : Comadn
e~yRSln?duin£ 4 R yRsin 5 4 0
< cos X i
0 3 T
T 2 T
- - 2—
2 -~
~ o~YRsing N LyRV3 .
= w—-y}'{ o (P
0 K
yR v—g -
- .
= %% (1 - e 2 )+ % e'EyR\JB — 0 voor R— # (y »0) (%5)

Wij willen hierblj opmerken, dat de laatste redenering een belangrilj.i:
vereenvoudiging is van het in de klassieke literatuur bekende bewljs
van het "lemma van Jordan'.

Het 1is gemakkelljk in te zien, dat voor I dezelfde redenering

Cran
geldt, met hetzellde rcsultaat.
Dus

I>IC'A'! — U voor R — o9 (351)

Uit (32), (33), (34). (25) en (35') volgt tenslotte voor r_ — O,

R 0oa, § — 0 o0

- o
Fly)e nd e L= Vs o ds 1.2 e—yx2 sin x
y“?’v‘:’f g N b

g -l 0

ax ., (,ﬂ))

Hierdoor is F(y) teruzgebracht tot cen andere (wellswaar recle) int.-
graal. Ook deze laatste integraal 1s niet te berekenen in een eindi .
vorm, maar te herlelden tot ecen andere, dile getabelleerd 1s.

Als volgt: o0
. 2 2 & 2n
=YX sin x =YX n X 5
e - dx = < -1 dx
f o f r%:O ( ) (2n+71) !
0 . 0 - o
0
: n 2 v n 2 .
R | o Lt [,
n=0 : 5 n=0 (2n+1)1y '2 0
2 .2
(yx==u”)
oQ
= Z; ( 1l'n+a 1.5.5 = (2n-1) »g? (part.integratiet)



-1VT 2 o ahe

Anderzijds is:

fut
e

5 !
1 W 1 o= 20
- Ty -1 nWZn - 2{, («1)n 1
© dw = no O ni(2n+1) 3
0 o n=0 ni(lky) n=0 (%y)
Uit (37) en (38) volgt: 1
o0 e VY,
0 Yo Ve 0
= \.,1".{‘.('-—1——).
2Vy
Dus tenslotte is: )
¢ +1x >
1 Jys- Vs ds _ 2 L-yx~ s8in x
F(y)m mj € "‘é" = 1 ~ "{? / e X ax
7 ~-ie0 0

De functies erf(x) en erfc(x) zijn uitvoeriyg getabelleerd.

In de pas verschenen "Noordhoff's Wiskundize tafels in 5 dec."
van P. Wijdenes (Noordhoff 1953) vindt men op pag. 261 een tafel voor
de "error-integral"

2

H P
"= Tz

O e
[
f
o
no
jON
ot

voor x = 0,0(0,01)2,5. Voor x 2,5 1is H(x) e~ 1.
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Cursus lethoden der !"athematische Physica (vervolg)

te 's-Gravenhage

10e Voordracht: 17 Tebruari 1954.

Spreker . Ir R.”7. Trense.

Als toevpassing van de ontwikkelde theorie der eigenfuncties, elgen-—
waarden en Figentransforwmaties zullen we een tweetal vraagstulken belkijlker
Tet eerste zal ter vergelijiing der methoden cerst op klassieke wijze
vorden opgelost en daarna met Tigentransformaties.

1. Fen aan een 2zijde ingckleude balk wordt aan de vrije zijde onderworopen

aan een periodieke kracht P sin ot

De Figenfuncties voldoen aan de 2 Pinat
integraalvergelijking Z

-
.,.,1,‘0 C:
Y (%) = gy G(z,&) Y,(&) d&
0
Voor de gedwongen beweging munnen we in het stationaire geval, dat
Y(x,t) = Y(x)sinA t de vergelijiing opstellen:

4
Y a e 1 t A\ B .
V(x)sin Kt = TET j G(x,£) P Ui(lué)s:mo(t aé o+
o P
A‘gif‘J G(x,8) Y(&)sinott at
~waaruit: P ©
-y [»)
. G - ,
1(x) = BELE L el J G(x,8) ¥(&) a&
5T o o
, o o)
- » ——
Stellen we Qé%&LL; = 2 a.Y.(x)
VRN 1 11
en tegelijkertija
<O
Y(x) = Z; b, Y. (%)

In de integraslvergelijiing gesubstitueerd ontstaat de identiteit :

- = 2
Z:_bifibi) = Z‘: aiYi(K) + L ) biYi(X)

waarult
2 .
b, (1- %) = o b, = s
1 w? 1 — i 0(2
T =5
WL
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Zodra we dus de ontwikkelingsco&ffici&nt ay bepaald hebben is het
vraagstuk als opgelost te beschouwen. :
Voor de berekening van a; putten we allereerst de volgende gegevens uit
de tweede vorrdracht

LBl - Gt - )
@.%2. - }{f k = q‘ﬂﬂmwt
BRI T & Y = joi

sinh k. l“ﬁLQ k L \
K, 1 (sinh kix-sin o x)

Yi(x) = ¢ (cosh k;x - cos kix) Toon k Ty

et als voorwaarde
cosh kil cos hil + 1 = 0

Zoals in de vierde voordracht stellen we

cq(kx) = sinh kx - sin kx | gy (kx) = cos kx - cos kx
O;(kx) = ginh kx + sin kx ; cz(kx) = cosh kx + cos kx
dQ}(kx) ag; (lex) no*(kx)
B R ——— o L [ S e @ « ot oo n 1 &
T = kdé(kx) ; i = kcg(kx) ; {%(I{X) ‘
doz(kx)
B e kq(kx)
zodat

Yi(x) = 5§%§§TT {ch(kil 0‘(k x) - (k 1) G”(k x)}

met als voorwaarde
2 B o "
a; (kil) = O}(miL> B(hil)

Ons eerste verk zal zijn om deze functie te normeren. Daarbij zullen we
Zebruik wmaken van de volgende eigzenschapoen der functies G

sinh 2 k1 - sin 2 k1 = 0}(kl)<7&(kl) + (k1) ay(kl)

3
G (k1) o5, (k1) + G})(kl) O;(kl)

i

ginh 2 %1 + gin 2 k1

2a3(k1) (k1) - 037 (1) = g32(k1)

4 2
Jot) oyt = 5t 02k
¢ e 5 D : 2
j’squ(kx dx = - O}(kl)OE(Vl)’ (cosh® kx - cos® kx) dx =
4 o

k
= % G%Uﬂj OZ(Ul} - % (sinh 2%1 - sin 2k1)
3 (k1) = g3 O5(k1) gy(k1)
! £
- . - o) )
a5 (kx) dx k1) - J' (8inh®kx - sin“kx)dx =
“ 0

O b,

i
Ery
9
—
2 2
i
-
N
—~
=y

e G}(kl)crq(kl) - %ﬁ (sinh 2kl + sin 2kl1l) + 1



1
Y = zé‘oﬁ(kl) Gé(kl) - I os(kl)
ﬁ"'é(kﬂ 7, (kx) - o5 (k1) & (kx) g 2 ax =
o
= I%‘ a;ﬁ(kl) oy (k1) a5 (1) - K‘
- 1

= %E.qz(m) a;(x1) (k1) -» : 07 (k1) gp(il) a3

" 4% Y5 %
] : o) Sy

= a3 oy gp(a1) { 2% (x1) gp(il)-
=1 O’dg(kl)

1
Fo30a) qpa) + i 930a) oy 0a) - L o

: )
3(m) (k1) - 1 o;-)(m) a7(x1) g5(kl)

(zcl)

. . " r) " v
Bijgevol, moet ¢l = 1 zijn, =zodat ¢ = 'ﬁqf

ve genorueerde eigenfunciies luiden dus:

IR ’
)

o
L0 = gaye ey |

Bepaling wvan a, .

hoor herhaalde partiéle incegratie vinden we

f { (k1) OE(kx) - Cq(Al) 0?(kx)§ dx =

- % {o, 01) oy (1) = (1) o, ()
¢
! X {Cﬁﬁ;d. o, () = g7(kl) o;(kx)%dx =

-6%‘" { (‘cl‘ 05(1»:1) - gy(il) G}(?:l)%«

&

-

I 2
- e { o&(kl) 0}(&1) - 9 (k1>H

4
4

?
P a2 3
ai = j‘ -gw:yiv (3 In™ - XH> YLCX) dx =
o

B
ETT/T. 0-4’('1-: (1 )

i

2 ainh kil sin Kix

[

S S S e b o A e o

= g
mcu&“bﬁf cosh k 1 + cos kil
) op sinh k.1 sin k. 1
b= Sy SR 3
i mJHQ» cosh ;1 + cos k

";'a‘ ZC’Z(HD ar(kyl) - T4

1

wWaal 1ae

63.

Uzﬁkl) + 1.

3(&-1) 7y(x1) + :u:r (k1) -

2(k1) T(K1) @y (x1)

+ 1 O” (kl) -

) ) )
< i . < 1 e \‘ i
Gl(k) - Py + 1ot

07 (5,1) o3 (k,%) = o (i, 119 (iepx) §

2(kil)3 =

het vraagstult dus

opgelost is.
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¥e zullen nu hetzelfde vraag:a‘cuk trachten op te lossen met behulp van.
de aan het vraagstuk zangepaste eigentransformatie.
e definisren de Tigentransforimatie :

2
g{Y(x)lyz v(n) = Jo‘{oa(‘%l) 0“2(33,37 - G‘Tt(kﬁ}) m}“&.x)l} Y(x) dx

en de inverse transformatie

£ {y(n)% ZZ&’;‘(‘RJE‘W y(n) &%(kl) o (%) - o3(k,1) m}(}%dk
. 2
ﬁiY(ﬂr)(X)} = j {0’4(}5&1) 0”2(15“}‘) - 071(13*1) m(lﬁkx)g a Y(B)(X)
o

UOPRACRNEACIIEE %S 0'%“%”11]0“

i
|
o

4
k/uj 0‘(:{ l)cr (k x) - O’(k 1) 0“2(}50}{)}} ! Y(zw(x)

¢
[ - @] o (c1) o3 x) - o3(x,0) 05,0k |
o

i

* ; J Q(lc 1) o7 (k%) - g(k,1) a3l )Y a vi(x) =

i

[1%2 T(x) {05(1;‘1) Gk, x) - o;(k, 1) U"( X)ﬂ
k3 j {0, 1) @ lx) - gi(k,1) c‘(lguﬂgd»f(x)

[ k 3 Y(x) {0'4(}{ 1) G‘”( LX) - O{(P}'Ml) OE(}{ X)E’X

14
NN J ﬁtﬂ(k 1) on(k, x) - Ug(k 1) oy(k, }Y{x) Ay =

/A.
o
= 1{; g{Y(x)g .

it ne

Le differentiaalvergelijking , die aequivalent aan de integraalver_ ell
voor het beschouwde belastingsgeval op te stellen is , luidt:

Thy(x,t) . F V,z(j“‘” sinet o 9Ry(x, 1)
= T Rl ol
2xt Bl - Dt

ij Y(x,t) = Y(x)sin «t
Door substitutie in de differentiaalvergelijting en na deling door

gin «t, ontstaat :

4 PU,(x-1) 2
L) . B v
X

Een eigentransformatie toepassend, krijgen we daar



Eﬁ@

uit de aifferentiaalvergelijking:

ot | @ o7(x 1) o3(k 1) - 93%(k 1)
Lo - Bl Bl = i 1

2sinh(k 1)sin(k, 1)
so - DR

t

H

(mcog _ mog)
"I LI
2ainh %ul gin kﬁl

2 2

i

y(m)

waarne inverse transformatie voert tot:

(x) 2: ¢sinh k 1 sin k1 o ( ) ( ) g, (k, 1) (] \}
Y(x) = ; , —— ﬁl k 1) g5k x) - as (k%)
m((uncz_‘ 0(2)62(1%1),)(‘”1 48 2\ 14 I

2. Ten tweede toepassing is (e bewnaling van de gedwongen trilling van
een aan weerszijden ingeklemde balk, die in het punt a, belast wordt
door een periodieke kracht

P sindt. T
<o % — ?

De genorucerde eigenfuncviie
R —

T)L ‘n ot

e

luidt voor dit geval:

ol
«et als voorwaarde : 73 (5.1) o3(i5,1) = 95°(k,1)

£
fi%Y(x)\: v(n) = g Cq(%wl) o:(;ﬂx) - az(;hl) d;(ghx)g Y(x) dx

3
[

In verband mnet de randvoorwaarden is door herhaalde partié&le integratie
uls in het eerste voorbeeld aan te tonen, dat

| g{y(“”(x)} = kﬂ‘ig{Y(x)X
verder 1is
E{u(x-a)} = (k1) w(ka) = oy(is1) o3(isa)

Je differentiaalvergelijking, die voor dit geval geldt,
& J 8

4 - o I 2
3 : T oy
is door de susbstitutie Y(x,%)=Y(x)sin et ot te zetten in:

™ -ty )€ 2
Wre,t) | D Ulxmalsinat 02y
e -3

dv | EUUm e
ax* g f S s
X

Door middel van een eigentransformatie krijgt nen hieruit

e

4 ma; ﬁ’ vl 0}(‘.3‘,1)0??(;&3).. czz(k/ul) O-.i.(j;,‘a)
l{fﬁ - { ‘;S S A o M A, R B o '_“:;’:‘T LA

1



66.

forten we de commutatieve witdrukiking ab-ba af door [a,b]
20 Krijgen we

2 ,
RISV S [03(5.1)s o(k.a)]
El Tl : = BT

waarbij de teller van het rechter 1lid een commutator is t.a.v. de indices
1 en 2 : :
[ai(5,1), T(ka)]
NA N) = e el
2 2
n(w,” - a”)

Inverse transformerend krijgen ve tenslotte

Y(x) = )

. 3 Daar Tanlacetransformaties lineaire transfor..aties zijn, ontstaat
door Lanlacetransformatir~ van een Hilbertse functie ruilite veer ecn
Filbertse Ifunctie ruimte.

Uit cen orthonormale basis behoeit hierbij geen orthonormale basis
te ontstaan. Ten scheve basis is echter wel altijd te orthogonali--
seren en te norueren.

Dit zullen we aan de hand val. een voorbaald deionstreren.

. .. NTX N . , .
Uit sin N R ontstaat door lLanlace transforaatie

nw 1
£ (s) = A .l

) 1 2 HZWB

1;‘?‘
. Kiezen we als integratieweg, de positieve helft van de reé€le as, zo wordt
het inwendige product van fn(s) en fm(s)
o0
: - ) < o -
be - g S 15 s
(£2(s)s £5(8)) = [ £.(s) £(8) <
0 + 00
3
- onmw d s
I - R S R
SR S PSS A LI e
12 12
en de norn van fn(s) o oo
. s n-mw )
ﬁainﬁﬂ = f in(o)cm = S »mméﬁ~: "
1 ( 2 n°w )
0 G4
"“CO lm

Feide integ ralen «ijn te bepalen door in de bovenste helft van het
codrdinatenvlak van Gausz langs cca ,esloten baan te integreren en wel
langs de reéle as en de oneindige 'alfcir'tel. Daar de integraal lon.s
de oneindige halfceirkel nul oplevert, is ue integraal langs de reéle as

-elijk aan de algebralsche sow der residucn behorende bij de polen die



67,
zich binnen de integratieweg bevinden.

(fn(a), fm(g)) = &
2

_ s onamr 12 1 ./ { 1 1
= Y 5 mawtr Sy
1° m-n® 2m9i n o g .ark
—c0 1
1 1 c L _
Tm o med nvi T Hrd ? ds =
1 v 1
_ammr® 13 am 11y 1
12 m?_ﬁ? 2W3i n m 2{m+n)

Yer bepaling van N fn(s) stellen we

s - 5=k . 2.2 .
s° + EM%G = k(k + »§§3&
! g + .t}..?.r.-j:. o k 4 2&7{&.
R D L R
SENT T T 2.8 A TikiNe T
(52 . ”J%w) 4m 0 Xk (1- 555
lf—
12 1k Tki 2
- i i
= - G 1 + 2 T 3 <'”“""") 6 60w
4‘721’12]:{‘:' & 2N onT &
2,2 13; )
Mf(s) =B om S5 =
n 2l 4w3n3 4n

Men kan au op volgende wijze ecen orthonormering tot stand bdrengen

215 V() :-;;-ig(s) S Ny, =
AR y%(s) = affT(s) + aafz(s)
2a 28

(Wvo) = I N T, + I (£4:05) =0

Ny, = a.° N £, + 2a,a,(f,£,) +a,° N £, =1

Vo 1 1 1328 g0t 2 ,
) N L2 _
";’ cl,l + (:’ L,(.%.Eclﬁ R '8 cl? Bes ‘i

Nls oplossing van beide vergelijkin.en krijgen we:

2 )
sy =5 7 't
Vols) = % 3% {ﬂﬁ(s) - 3f,(s) }
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of W, (s) = ~«31 1’%— 5 2f (s) - 31,(s)} .

Onze keuze valt op de eerste ontwikkeling van ‘%é(s)

“ij ')(/3(8) b1f1(s) + bzfz(s) + b3f3(s)

(Yq,93) =0 voert tot  6b, + 4b, + 3by = O
en N'WS - tot

1
1.2 1 ., 2 1

2, . 1 _
b1 B b2 + T b3 + 3 b1b2 + b1b3 + 5 b2b3 = 1

het als oplossing

& b o . 24V3 b . 20Y3
T vyl 27w ’ 37 /1
Uy(e) = 2 20 [32,(8) - 12 £,(e) 10£,(s) § ete.

41

7ij

Gaan we de Laplacetransformatie na van e«n Dirac functie, teneinc=s
te concluderen of ook een inverse transformatie van de resultaat
functie mogelijk is.

(]

=

F(t,a) = -t e 2
Vam
De dubbelzijdige Laplace transformatie hiervan is
2o 88
£(s,a) = —— j’ e™%t o 2 gt =
AaT Y
12 - 2
738 t"+ast+  a“s” )
_e Va . 2 g (ftimsy _
amr v a
— O
.0 - :Lmigﬁs)g
zas” a ' 2
T Va®
—¢2
t + zas _
va 4 o0 R
3 oas 2 was .2
f(s,a) = = e dr= Some- VT = e *8°

,VGF‘._ B A 7

Laten we a tot nul naderen zo blijkt de transformatie 1 op te leveren.

Bij een integratie van 0O —= OC denken we ons de top van de klokfunti-

: + : o ;. . o
van Gausz 1in 0 . Na de limietovergang a — O krijgt men dan hetzclfde

resultaat.
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~y
Ll
Gaan we de inverse transformatie na van e~>> .
2 e 2
-1 ¢ %as 1 st Las
L { @ % = o '& ==
e e e
g2 T wrie o 2
~a was +agt+t
e a ds =
= -é-"**i” ‘ e 8 =
g~ o0
(r-n'ao
- - t N\ 2
2 e a (M'» g ) X
e e a(.svaE + -=-)
VE 2w
=<0
— i ]
2ij <sva t s 0‘+1"qu+ L oo
ot Vﬁ
2 0 o0
“as® 8 | -3 ()"
-1 .as g e (s")” . 1 a (). .
= S > S = = e ic
L { e TTa e ds ives e e T
-0
P Vﬁré—;}—: ~-ico
ot
&
T VER

e hebben de intesratie-rechte verschoven naar de imaginaire as.
We zullen aantonen dat dit peoorloofd is. T
elkijken we hiertoe de intepratie lan

een weg als in de figuur aangegeven.

sinnen de 1iategratieweg bezit de integrand

geen singulariteiten zodat de “ringintegrasl

selijk is aan nul.

Voor de gedeelten langs de cirkelbogen krijgen

we

}j I (cos tp‘!lomgfa) 2iel® dep +

z‘k«l {
+ I"“‘ cos 4 1sin ) 1

r (cose@s ising) o, I o<

/2 2 .
<heﬂ”cos£¢a+ 11:-:11‘1 (P“}le id(P .

of

PYR

2 - S .

. MT{ cosd P +il swacpumewpz dep=
}iﬁw& LT
= el’a c:*cu:s&f(pRmp+ eﬁ‘cagzﬁoﬁd? < 2ie’ 082 (Foax) =

o KL/



- (m - 2&yﬂ2
* 832(sin%x - cos4x)

Nu denken we ons % o ¥a +w“£ bij het aangroeien van t zodanig oncindig
worden dat ol > 45° blijft.

liaar dan is lin Q’?ﬁ— 2"‘%“ - = 0
R- 00 eR (sin“t —cos™®)

De toegepaste verschuiving is hiermee dan gerechtvaardigd.
Ve zien dus dat .
grio

L~1{f(5ra)5 = "’:L'“ eot e“‘as ds = F(‘t,a)
2ri .
g ¢ o

Uifferentieren we links en rechts p x naar t 2zo krijgen we

G410
[ “ ﬁ:' p
s %% o7 e+ g5 = Lo dF(t,a)Y
[oy! Q‘~tw dtp

Laten we a - 0 naderen 20 ontstaat het resultaat waar we reeds eerder
nee gewerkt hebben
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verpelij«ingen.

'ij zullen enkele randwaardenproblemen behandelen uit de theorie der
nartiéle differentiamalvergelijkingen en wel van: de warntegeleidings--
vorgeli jking en vapl® de golfvergelijking.

1e e vergelijking van de warmtegeleiding.

.1 1) duicen de teuperatuur in het punt x van een homogene staaf wet
lengte 1 op het tijdstip t aan door U(x,t) 0£€x <« 1.

Als nog in de staaf warmtebronnen ter sterkte Q(x,t) aanvezig zijn, geldt
voor U(x,t) de vergelijking

- Ut = =Q(x,t). .

Op het ogenblik t=0 zij de temveratuurverdeling
U(x,0) = Uo(x) 02 x < 1.

1]
XX

De randvoorwaarden zijn

i

+ +
oy U(o™,t) * By UX(O ,t) :iO('t).

o U(17,t) e UX(1“‘,t) A.t(t)

Hierbij wordt de eis gesteld, dat de tlemneratuurverdeling continu aar-
gluit bij de beginvoorwaarden en de randwaarden.

De coéfficiénten o en A hangen met de warmteoverdrachtscoéfficiénten
aan de uiteinden sanen.

Om d¢it algewene probleen et behulp van de trarsfor .atie van Lanlace o»
te kunnen lossen, wmoeten wij veronde.stellen, dat het uitvoeren van de
transfornatie verwisselbaar is uet de difféerentiaties en et de limiet-
overgangen aan de rand.

Voeren wij nu in
[+

je"'m U(x,%)dt = u(x,s8) , je“mai(t)dt = a
(4]

o0
-3
e t

it

(x,t)dt = g(x,5)

o



T2

dan gaat de vergelijking over in de vblgende differentiaalverg. voor u

dzu
E;? - su = - q(x,8) ~ Uo(x).

en ae randvoorwaarden in

dcﬁ(O,s) +,Gdﬁx(0,s) ao(s)
d1ﬁ(1,s) +:41ux(1,s) = a1(s)

7ij zullen voorlopig dit probleem niet in zijn volle algemeenheid behan-
delen, maar eerst enkele bijzondere gevallen beschouwen.

1.2. Temperatuwur in een staaf net.woorgeschreven eindfeuperatuzen.

Venk, dat de staaf geen warutebronnen bevat en dat de beginteuperatuur
U is.
Yerder hebben de randcondities de vorm:
u(o*, t)
Uu(17,t)

H

0 t > 0.
1

i

et getransformeerde probleem wordt
2
vw% -~ gu = 0

X

u(o+‘5)
ﬁ(“'“vs)

[=3

i

0
1
13

i

Le oplossing van dit »robleem is direct aan te geven

5§ sinh 4§

en de temperatuurverdeling zal gevonden worden door terug te transfor-
meren. Wij kunnen dit op verschillende manieren doen en elke manier
levert ons een oplossing, die bepaalde voordelen heeft.

Allereerst merken wij op dat

u(x,s) =

o0
sinh XV” ;” eu(2n+1—x)V§' e«(2n+1+x)VS }
u(x,s) = 8 sinhv§ 5 T TTTTOT s
zodat de vroeger berekende inversie-~integraal juist van pas kont.
& J I on O
1 u@‘/’é‘ L .~ P . 2 i A ) }“
Lierfc ( 2{% )g S e R waarbij erfe(x) g e a
X

Term voor term terugtransformeren geeft

U(x,t) [9rfc 9%5%:? - erfe gis%ﬁﬁ ] =

it

]

2
2

2 -
[eri aﬂéé%f - erf gﬁ%%gﬁ] .



i T3
Het is gemakkelijk san te tonen, dat deze reels inderdaad aane&ii@i#ﬁorw
waarden voldoet. sk
Allereerst is de reeks

0(x,t) =-"-Z f “"2 X

'ﬂ § -3

w"‘
sauwen met haar partifle afgeleiden voor t > 0O gelijkmatig convergent.

Voor t —+ 0 nadert de sowm van de reeks tot nul,
voor x —» 0 nadert elke term tot nul en dus ook de son,

voor x — 1 krijgen wij

- G -
U(x,t) = 5"— g e..kﬁ)\ = 5; ‘[e";\ Ehz Te
= ()

8
le hier jegeven vorm is uitgstekend geschikt voor de berekning van de

vemperatuur voor kleine t, daar de reeks dan zeer snel convergeerte
en andere vora krijgen we door de functie
=3 3
gs)- X°s
. 8 + “r)‘"' +eo .0 + e S (PP,
s_;s}l}%@ G f‘im S N ¥

sinhvs -

Vs + £%§13+.... 1 %T Feces-

] 4 @ ®

te beschouwen als het guoti&nt van twee machtreeksen in s, door in teller
en noemer dezelfde tak van ¥s te neirien, u(x,s) is overal regulier be-

I ]
halve in s=0 en de overise nulpunten van sinhvs, dus s = -n“p"
~-1j passen nu de oukeerstelling toe on deze functie en krijgen:
x%—(w
st
1 e” “sinh xVs . .
e _SANl XV3 W i 0
U(x,t) o=l 2 S i o ds aarbi j k’) is.
-t OO

71j berekenen eerst forueel de inverse functie, die hierbij behoort en
verifiéren dan later, dat deuze inderdaad aan alle voorwaarden voldeet.

De polen van de getransformeerde functie zijn 8 = -n2ﬂ2 n > 1
en de residuen in deze polen zijn
2.2 : n 2. 2
- 2] w - - .
2 e Tt _sinnEx (=1) LT gin nwx.

nmwcecos n¥

Yoor =0 vinden wij als residu x zodat wij for.ieel als oplossing
vinden

U{x,t) =x +
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1. Volgens een stelling van 'eierstrasz is iedere continue functie T(X,v)
1 een eindiy gebied gelijkmatig te approximeren door een Souw van poly-
onen, F(x,y) ZZ'OLi(X)fgi(y) en volgens een uitbreiding bekend als de
“tclling van Stone-'eierstrasz is iedere continue functie T(x,y) 1in eei
2indig gebied gelijkmatig approximeerbaar door continue functies of
Pea.w. A i(x) en /Bi(x) behoeven niet beperkt te blijven tot polynoimen.
.n verband met deze stellingen kunnen we nu tweedimensionale eigentirans-—
lormaties en inverse transforuaties definieren, welke eigen zijn aan de
concrete systemen, waarop ze zullen worden toegepast, in dien zin, dat
«e bij de definitie te gebruiken eigenfuncties zinvol d.w.z. et een gro-
e aanpassing aan deze systemen zijn gekozen. IHet concrete ‘eigen ka-
rakter hiervan maa'tt het raadzaam de theorie van deze transformaties aan
de hand van een tweetal concrete voorbeelden te ontwikkelen.
Voor het cerste voorbeeld viel de keuze op de oplossing van de diiferen -
tiaalvergelijting van de zakningen (x,v) van een aan vier zijden in-
»eklemde plaat, die in een nunt (§ » 7) belast is door een puntlast P.

y
6_4...&“ J.‘Y.) o ?.4”( KoY / 9,4.. (x,y). -

ax 2)4( DJ a‘)f4

SR AR ECSE SHEERY

waarbij de stijfheidsfactor D = -—= ~
1”(1~ ve)

Onder U, t(x~ ), (y- ﬁ}g verstaan we § *
te tweedinensionale pulsfunctie , die )/

zoals de eendimensionale pulsiunctie als
operator onder het integraalteken is op
te vatten:

Uy (= §)5 3= ) | ax oy =
- E 1 terplaatse x=§, y="
0 wvoor x#£ ¢,y £ "




15
‘e definieren nu A
2 { (x,p)] = wn,m) = / [{ (1) ToCex) =~ G (k1) 07y (3]
{(T (% 1) 6 (%,y) - (% 1) 0’1(asmy)) (x,y) dx dy

waarbij kn en ¥ voldoen noeten aan
i

|
—

2 [l
G’T(knl“i)g}(knlﬂ :6’2 (knl1) — cosh (knl‘t) cos (kan)

e 2 oy -
('ss 1 ) (96 12) = ()'_2 ('aemlg) — cosh (;emlz) cos (’aémlz) = 1
Voor de inverse transforuatie volgt hieruit

; -2 )
"(x,3) = P77 w(n,m)‘} =Y g (n,) e
1y 07 (k1) Oy 1)

{0—1(}[1@11) GZ(an) - 6~2(}’(1111) (5—1(knx)5{0~1<%:112) 6—2(}Emy) - UqZ(N‘le)
oq(zmy)}

Bij de definitie van de Tigentransfor.atie is gebruik gewaakt van de
onzenorneerde eigenfuncties van een aan weersz.ijden ingeklemde balk:

QP n(x) = 6'1(knl) G"Q(knx) - U‘g(};n )O'Q(Icnx)
en zljn de normeringsfzctoren verwerit in de inverse transformatie.
Gaan we de eigentra sformatie na van de partié€le differentiaalquotiénten,
welke in de differentiaalvergelijking voorkomen en maken we daarbij ge-
bruik van de approximeerbaarheid van (X,y) = ¥ o(i(x)ﬁi(y) terwijl
we in verband met de gelijkmatigheid van deze anproximatie telkeninale

2 en J teken mogen wiscelen.

ooty .
{W‘Z\ B '2:‘ ©,v) A (v) dy i(}" (k1 6‘2(}%3{ - Tty oy O )
0

>
X v 630‘ (}(\
d e e =
0 x
. 2%t (%) t
NZC yi) Bi(y) dy[[ ,,_5_;;3,“%‘{ G (k1) Ok x) = Oh(k 1 )q(knx;}} -
[ ( ) o
f nlq) Gy (kx) = Gk, 1) G‘I?(knx))} a QDO{X;(“} -
L Q
(x)
%[‘Pwﬁ dy [““inb‘“i ‘{V“(hl,G“CKX)-g 1) Kixos
L
' (x)
+ kng iﬁ(knll\gi;(k“){) (71,(}{71 1 6"3(}5“3()} g‘g"&f““ -




T6e
{ !

v (%) |
:?L: { (Pm(y}ﬂi(y)Ldy ({ kn2 %..2;%“, {G‘“l(kn}ﬂ)%(knx) - 6~2(kn11)6‘3(kﬂx}ﬂ“ e
o ' ‘
P kn3 { {630, 14) O (k%) =G (k1) 0 (e x) } d&i(x)} -
* o l
-7 «pm<y>ﬁi(y>lay{[ e 5 O e 1) () = Tpie 1) (e | s
st {m?(knlﬂq‘z(knx) _q‘z(kn11)¢1(1{nx)\o{i(x) dx—‘l -
LLoe
= kA'Z{ ¢ (x)e (y)d,(x)p,;(y) dx dy =
n = n m i A
N
.ok 4 (x) ¢ () 2 o, (x) 3,(y) ax dy =
n ¢ m i 71
op o f,
= kn“ [ {(Pn(x)\f?m(y) T(x,y) dx dy = kn"’ EZ{*’(XJ}B

Bij de afleiding werd ervan gebruik gemaakt dat

o, (9) =ol (1) = 0 en(ﬁﬁ.)o i} %;3)1 -

het.een een gevolg is van de randvoorwaarden
7(0,y) = 2 &, (0) 8 (¥)
1yy) = ety (1) 4 (9)

0]

il

ith

0

b‘f'f—gx,_,;y) (Dv(i) -
A e SHA = 2Rl . = 0
l d X %=0 be Oﬂl(y)

l 3 X | g 3% |, 710
Op dezelfde wijze is af te leiden

4w o .

?2&'{;&” ; :%m‘%- D {'%K,}’)H
en 3 4 > s @ 21
B {'5’;55;-25 = kn *{11" 0 L{G‘T(knl?ﬁ‘i(kHX) ~¢2(knl1)0'3(kn7{)
{aq(aemlg)cy(%”y) - G"é(*mlg)ff})(aamy)ﬁ (x,y) dax dy

Noemen we } l;
“n { Wy o= . J 1" n G-a(knx) -G"Q(knl‘)ﬁ}(knx)}

iq(%mlz)ﬁ*ft(*zny) "¢2§xzalZ)W}(*my))]w(x’y) dx dy



e

40 hebben we dus

o[ D 4 o 2 *o.

nderwerpen we de differentiaalvergelijking aan deze eigentransformatie
z0 ontstaat:

(kn4+€m4) w(n,m) + anz% m2 E;QZ {W(x,y)} = % (Pn(f)¥>m(q)

Substitueren we hierin wvoor

Hx,y) = Z -..Yi(...v’M) SO'(X> &PM(V)- e
1112(T12(kyl1)cr22(kﬁig)

en verwisselen we goumatie en integratieteken zo krijgen we

2 2. ¥
Z 2 Xy 000 " BV ACON el

(kn4+ %m4) w(n,m) + 5 5
v 141507 (k 11)0'2 (k 12)

= % Son(i%) (Pm(w)

Bij een zodanige approxicatiegraad, dat v en m van 1 tot N lopen hebben
Je dus N° vergelijkingen nmet N° onbekenden w(v,pQ,

Het vraagstuk is hieruwee dus in vrincipe als opgelost te beschouwen.

2. Als 2e vraagstuk beschouwen we de bepaling van de zakkingen die ont-
staan ,als een plaat, die aan twee tegenoverliggende zijden vrij op_e-
le,d is en aan de twee andere zijden resp. ingelklemd en viij zwevend,
belast wordt door een puntlast P in het punt (§,ﬁ)

De differentiaalvergelijking is dezelfde

als in het vorige vraagstuk 17
e ———
D by 24 2 4:7 é
S-S S Z
0 x Vx“Oy Dy 7
P L
7 |
= Bud-p, ) ]
Je definieren nu § L, X

t 0
EQiW(x,y)} = w(n,m) :‘f [{Gi(knll)G‘Z(knx) —<r1(knl1)(T1(knx)}

[

{GW(%m12>G.3C£my> - ¢3<*m12)CT1(%my)} T(x,y) dx dy

6'42(kn11) ::G](knl1)0~3<kn11) - COSh(knlﬁ) Cos(knl1) = -1

2 2 0T
Q 1 (*m12> 26_3 hﬁle) —3 L %",;

<
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Hx,y) = E*Ziw(n,mw -5 - aln,m)
| 21,1502k 1,) @, (8 1)

{64(% P05k x) = 074 (k1) (k x)&{’d’(% 1) a3 y) - oy (% 1) oy (%,9)

4:‘7 4"~r
e eigentransformaties van -E en imz- blijken weer evenredig te zijn
B x Jy

asan de eigentransformaties van °, hetgeen blijken kan uit de volgende

1 L, 3
¢ (VA () ar }{mucnlgcg(xnx)-m(x 1.0, (x n} 2.
)

vecijfering:

“Q(Bi?) :

‘{l o
=2 Stpm(y)ﬁi(y)dy
v L (
- kn} {04(kn11)0~3(xnx)- 0'1(kn11)e~2(knx) a - Mi?” }
)

( \

b

JJ‘

3
()
P:x; 107, (e, 106, ()= 0, O 100 oy } -

t o
: 2
[ (%)
:Zf @ ol )0 | St LGB CIORL NI NN RS
L X ‘
4 !
' od 5 (x)
+ kn2[ lg—a(knlﬂ\‘f (I, x) v, (k1 )cs’ (k x)& d ~»5»-5{~~ X =
L 0 5, /
5 (x) ;
J(y”(y)ﬂl y)?yi[k N 1(0'4(1{111.1)6“4(&{11)()—- 0’1(k1111)0'3(knx}])] -
o

o
-k 3[ i%(k“ Dok x) - 0*1(}:n11)64(1<nx)‘] ddi(x)} -
L,
Z; ‘f’n(y)ﬂ (y) dy“ - 1%30(1(}(){0'4(}«:211,‘) ¢1(}cnx)— O}(kn11)¢4(knx)}ﬂ +
0 &

+ k j iG‘"@(knl.i)Q'z(knx) - 0”1(1:n11}ﬁ'1(1{nx)§ o, (x) dx] -

= kn4 EE{Z di(xzﬁi(y)]] = kn4 TTEU(XJ)}

L !
2 4 )
E K"Sﬂﬁ\] :Z:: {’ (Pm(x)di(x)dx} {0'1 (%;gllQ)q‘B(xzj,;y)-0.3(*?112 )¢1 (ily)g
¢
Q_é_..fif
! 0
1 ( lt
=) [f?n(x)ol (x)dx[ afg = T (%1 )a G y)- 0'3(*?&12)0'1(?&‘,{13’}1‘\ -
t Q

L

2
27 (y)
%, L{Gg(%lgmcxmy)— <rf3<nmlz>q—2(gly>‘) g “ﬁ%ﬁ“
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‘ZLLP (%)l (x)dx[[ X ;B—:'—ré-{)- {6“1(3&&1}.2)%(%131}’)-*63(!&m12)0“2(3én&")}}1tu
" °
i} *‘mEJ z T O Lo )amy (e v) = 3 (e, 2)0'3(3%9)3 9 ;(y)'} =
_ Zji‘;n (x)d 4 x)dxi[ m 5@:,_(“{“ iG}(%mlg)<r1(;e.mzr)~6“3(?@1112)0'3(%?13')\3)0 1—
9»&!35%0‘ (%, 150650k )~ 075 (3¢ 1 )<r4(3tmy)‘3 dIBi(y)] =
= J(}’n(x o () dxl[ ~a<mpi(y)iﬁ](v&mlz)o@(%y)- 6’3(13“12)6‘4('3%57)}]{:
+=;:m‘ J {G‘.,(xmlg)o*3(xmy)-—0'3(?@1,}112)03(;;1137)S,Gi(y) dy]
o 4 3&_‘{14 }DL één(x) P (¥)et; (x)A,(¥) ax dy = xm“ e Z‘T’(x,y)s
Mu is s -
v Tl e ey L e o)

172

fg(*mlﬁ)03<%my)’(T3(%mlg)63(%hy}§

De ouzetting van differentisalvergelijking door eigentransformatic geeft
hiermee het volgende resultaat
2 2
2k, wiv, M
}(n4+ *114’) W(H,D’I) + Z I ‘,.ﬂ-ké.;_.}:m ﬂwmv-r'.;.‘m-—.mv
i 9 - - - dnn
. Y, o L11l2ﬁl (Lrii)cq (1;32)

o, (k 11)6‘(1{ x)- Gk 1 ><s'3(‘< XJS{G}(%IL 6’3(% y)- 0'3(%?1-@;%(% f)K'\-:

= %{ﬂ(k P00 ) - @y (1)@ (O §) }F?(k“%)@(kng)"q_:*(*nl‘?m} (*ﬁ)}

cen stelsel vergelijkingen, waar.iee de coéff{iciénten w(n,m) (n=1,. .Y,
m=1,....M) op te lossen zijn.

3. Bij een der problemen, dat in de loop van deze cursus behandeld wor--
ten zal, is een aantal laplace-transforuwaties benodird van functies, die
verband houden met Besselfuncties uet een imaginair argument.

Het vorig cursusjaar hebben we gevien, dat
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aar dan volgt hieruit, dat:

¥+ Lo
U 2t dz_
m i RN
¥-ioe ‘
£ij nu t=1
6’4. o Qo
1 . o2 4z . (1)
w!l T Pyl i i+
P, V)

et vorig jaar hebben we ook de Bessel-functies van de eerste soort leven

. - n+2r
rennen J (z) 21 (m7%”%%ﬁl e

W

i n

Lo n+2r
stitueren we' ik ¥oor z, zo wrijgen we  J(ix) = 2. H-Aa% .
9 " e Tl Q-u Ir. n—’:"ﬂz

‘atellen we nu In(x) = 1™ Jn(ix) zo wordt

n+2r
Ingx; 0 “%E+f7‘ (2)
= 2r
I(x) = Zi,mgi'%frw

dl ) ped 2r- 2r g -\ 142
T T =l A - O T

X A= T o /DI(Tﬁo 1
odat dus d Io(x)
I(x) = ——20 (3)
In verband et (1) wordt (2) Ye i o
+2r
Cx) 27T 2 _dz__
In(x z— 21 Tl € DT+
A’..ioa
Ytioo 5
[y
U, z _daz ¢ 2o\ |
= gy (%) ¢ L+ g& Tl ) =
¥-iow )
x‘»uco - 2(:2
= b (Cx)D Y4z 4z
= oy Cx) j © N+ ] (4)
§-lao0
Beperken we ons voorlopig tot I + 00 .
o1 ¥ <2
. a+ i
To(x) = e (5)

g-ioe

2ij nu x = la\/t2~ke

en z=lf(t=k) — dz=I(t-k) 4§ zodat I aﬂ%?

(5) blijft alleen geldig, zo t ) k.
I'et geval t ¢ k zullen we nog apart bekijken
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B
o - 4y
Jdoen /6 = TR
Bij substitutie in (5) ontstaat:
/3“'::4' %24
-t - 2,2y _ 1. -iat 5 §(t-k)+ (t+x) 4§  (6)
e IO(& t°-k¢) = .ﬁ“i{ e "%V e § 5
.Gij verder: fo-ico
V'§ =\/sta +V s — § =28 + a + 2\/s(s+a)
o 2
\/.g.’; =\/s+a -|/s - gg«- = 2s + a ~ 2\/s(s+a)
oor optelling en aftrekking ontstaat hieruit
2 4 2
4:3*2a=§+ % "*S:‘ék(ﬁ*f‘@""-'za) (7)
2
on s(s+a) = (£ - &) (8)
v 5%
}".)it (7) ontstaat door differentiatie
S s a :
P (1= -~2~) en cus in verband met (8)
§ g ('..J_S = L&
§ d -
s _ 1 (gt ay _ __ds c
S E\/ s{s+a) e - Va ey \ (%)
Substitutie van (7), (8) en (9)
in (6) geeft:
, | —— ~kVs(s+a) L.
=<2t IO( a\(t“—kz) = v;%-j’: SV S 4s %UA-22) Rswa™
“ \/s(s+a)
dse
Bij de eerste substitutie gaat de rechte

) R(z)= ¥ over in de recite R({) %ﬁ:ﬁ =73

i

Bij de tweede substitutie gaat de recate

Rg z/3 in de kromme ABRC over.
2i] g =/ +1i7) (/3 constant, M variabel) en

8 =¢ +1i g
N . . M.a.'m,..,. N
G+ 1€= (/34» im +ﬁ+i"] 2a)
waarulit o
= ;(ﬂ + ""‘a;“"' el 22}.)
2 me
BN

Men zorge ervoor dat A7 2a
Daar o} van - 00— + oo loopt is

o]

w~

Jp -2a)¢ @ P+ ;% ~ 2a)
)
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e kromme ligt dus tussen de rechten
]
0 = I:;(ﬂ ~-2a) en G = w(/5 - 2a +/§4§) besloten.

Hierbij is de rechte G = Z;(p - 2a) een asymptoot , terwijl het punt
) 2

G o= Q(F - 2a + %§ ) op de re&le as, het snijpunt voorstelt van deze as

et de kromme.

e integrand

o—itVs(s+a) os(t=k) 1 1

L A L AN ST 85 [P S

\[s(s+8) K {\B(sra)-c)  \[s(sea)

bezit als we de oorsprong uitzonderen, in het gehele rechterhalivlak feen

est

nolen. De inteyratie langs ce kromne kan dus vervangen worden coor dic
langs de rechte G :-z(/g - 2a).

Voor © 72 k geldt dus
O +i oo

- —xVETEIZE
o8t Io(&a\/té-k2) 1 st e

. e R T (10)

2wl - e V s(s+a)
— ¢

Bekijlzen we nu voor t ¢ k

de contourintegraal

s(t 3 1 ds
e — 18
J/ ok tVs(s+a)-sS \ s(s+a)

48¢A
Iangs de oneindige cirkel BCA is

de

e e o -

J j. oS(t=) R 5 ‘
ok {Vs(s+a)=s| \[s(s+a)

BC Q T ?r
T, (et
) .- L
; @%(k-t181nqzﬁ
2 (t‘.l.)
%
¢ 2 j " 5 = 8] - sy
20 k-1 Bt - 2(k-t
RS R Y N QY]

e
T Li-v)

™

L. SN SO S )
= (k=t)R {e(‘k-.t'}'(’w-nvc e"(“k-t'm ]] R O o
‘ X"*“‘»OO y . . Y
, J at eug\£(8~ax
e

Voor t ¢ k is dus ey

i

§

¢

H

H

i

L

i

i

H
jon
a’i
i
(e

Y- Leo s(s+a)

ekaﬂis+a)

wm-~< 3w- blijkt dus de JTanlace transfor:atie te zijn van oo
s(s+a
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ifunctie P(t):

t <Xk F(t) =0
ty k r(%) = e~ -8% I (%a Vtgt?)
ofwel oo

o , G P~ — o . <
T {e sat IO(;a\/té-ka) U(t-k)}== J g5t gm.at Io(ga\itz—k ) dt =
R
e—sz(s+a)

S e (11)
s(s+a)
Differentieer het linker en rechterlid van (11) naar k

_ - at ; )
L[-Jak ﬁwﬁuﬂv Ié(ga\/tznkl) U(t-k) - e-8% Io(sédtg-k“) U1(t-k‘) =
o=k

s €3 N 3~hw}a't . =y s ’«
= ‘J e ar S T(Ca\te-k?) at - o ETualk

In verband met (3) is dus

~at \Va(a:a) A
}/ e—st‘l e 11(&a\&2—k§) - e-k s(s+a - e-(s+4a)k (12)

sak W

k
of lleg@eWe
. { s - i
e KVs{s+a) _ o~ (st a)k is de Laplacetransformatie van de functie
r(t)

t ¢ k F(‘t):o

. ., . PENEN
t )y k M%) = Ja e -»}{, Ii(;a t -k7)
t
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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)
te 's-CGravenhage

13e Voordracht: 31 Maart 1954
Spreker: Prof. Dr R.Timman.

Wij beschouwen nogmaals de op de eerste manier verkregen oplossing van
het probleem en passen de methode toe op een oneindig lange staaf.

Wij hebben dan de randcondities

UuoT,6) =1 t >0  Ule) — O,
en de beginvoorwasarde
U(x,0) = 0.
Het getransformeerde probleem
2

g—%-— su = 0
dx

i

u(o",s)

Uloo ,8) =

heeft als enige oplossing J
U(x,s) = &

zodat wij direct de omkeerformule kunnen toepassen.

oo
2
U({x,t) = erfc (”‘32) = J;. f e“?L dn .

Physisch kunnen wij deze oplossing interpreteren als de temperatuurver:.
ling, die behoort bij een warmtebron, die op het tijdstip t = O in de
oorsprong wordt geplaatst.

Het is nu mogelljk voor het vroger gevonden resultaat voor een staaf
van eindige lengte, wa:rvan het ene uiteinde een temperatuur 1 en het
andere een temperatuur nul heeft, ook term voor term te interpreteren.

-1
. , O 1

2 1 [}

Allereerst een bron inhet punt 1 (staaf nu nazr links)
1~
U,(x,t) = erfc (—=),
_1(,) (;3\]?:)
Om de pemperatuur voor x = 0: U(O,t) = erfc ( 1 ) te compenseren een te-

2\t
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gengestelde bron in x = -1 (spiegeling).
Totaal

MED'S )
2VE

1-X
Us(x,t) = erfc (—=) - erfc {
2 2Vt

Nu 1is echter in x = 1

2
U, (1,t) = - erfec ( ).
2 2Vt

Dit moet weer gecompenseerd worden door een bron in 1+2 = 3 {spiegelbron
in de tweede). Dus:

U3(x,t} = erfc (;1;5) - erfc (géﬁg) + erfc (ii?i).

Dan moet weer de invloced van deze bron voor x = 0 ongedaan gemaakt wor-

den en zo ontstaat de verkregen reeks door herhaalde spiegeling van
warmtebronnen t.o.v, de ulteinden van de staaf,

Bewiijs, dat de regysontwikkeling geldig is.
Wij bewijzen nu, dat de reeksontwikkeling, die wij gevonden hebben

voor de integrasl ¥ +ioo
t

8 \/ =
_ 1 e sinh x Vs
vlx.t) - 7L 8 ainh V 8 s ¥>0

x-i.oo

inderdaad geldig 1is.
Stel s = £ +i7v.
Wij beschouwen eerst de inte-
graal over een eindig segment van
de 1iyn g =Y > 0 en completeren
dit door eem perzbool met top naar
links en brandpunt in de agrsprong,
zodat de parabool tussen de op de

negatieve % -as gelegen polen door-
loopt. De vergelijking van de para-
bool 1is

2 a
L _ .2 20
e R cosec =x— , waar-
bij a = (n - Hw.
De snijpunten met de negatleve as

_ 2. 2
liggen dan in 1 = -(n-4)"n ", en a, = e 3als n -,

=S

Als s = reilaop de parabool ligt, is

X -

Ve o=y 2ett Ol o **:L”E'- (cos & + 1 stn %J -
isin §l -

= a_(cot g.ﬁ i).

Nu geldt voor een complex getal a+bi:
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|sinh (a+bi)fz = ainha e + sin® b,
en dus 1is >
2 1 .
sinh®(xa, cot -g) + sin®(xa,)

2 2 ’
sinh™(a, cot %) + sin® a

s wix,0)| -

maar sin2 &, = 1en 0 ¢ x ¢ 1, zodat langs de parabool

isu‘.\(x,s)‘ L1

Gaan wi] nu de integraal na langs de contour Cn en het rechte stuk,
dan is langs de parabool

r. @,
st +F cos Q.¢ d
\ [e x(x,s)ds | ¢ / ot ,“f) (I
N a +e‘ N @
- .,
" itﬁe cos © : — ) +£g2 _Co8 ©
< e “n*T-cos 0 V 24cos © .4 O ¢ e n*14-cos @ a0
‘ ’ T .
@, 2 5,
waarbi j Oq bepaald is door
02 cos@,! _y
n - -cos 9, ?
zodat
3-0.0¢ 5
2 1 Y
n
) Wij splitsen nu weer de integratie weg in drie stukken van %- T tot
waarbij
cos o < - 1
m 3
2
Tr ¢ 2 -
en van @1 tot 3T, van ~3-‘u‘ tot 2w 01.
Langs het middenstuk 1is
‘1/3"’?
1..2 1 2
Jo¢ [ &3 b0z T3
2 3
'/5“

«Langs het eerste stuk kunnen wij de exponent majoreren. Stel
@:z-%--‘P, dan is voor (;)1< Q < %W

;% %<+%(,§"-@+a),
waarbij £ ““:g'
an
Dan is Y o
‘ 6623 + 2g)- 02
31 4 e " T T 40 =

D,
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2 2
2 3¢ 3ta” & 3ta
t n n W
vead%+ﬂd.[e“ T {*&e““T“%‘i)X

n ,
en dus gaat '31 naar nul als n - oo . Evenzo bewijst men, dat de derde
integraal naar nul gaab.

Hiermede is dus aangetoond, dat 2ls n - e ; de contourintegrasl
nadert tot de integraal over het stuk van de verticale 1lijn % = Y en
dus, dat zij juist de omkeringsformule levert.

De contourintegraal is verder gelijk aan de som ven de residuen
in de polen, die binnen'de contour liggen. Als n toeneemt, neemt het
santal termen van de reeks onbepaald toe, de som van de reeks zal dus
tot de integraal, uitgestrekt van ¥ - o1 tot ¥ + o0 1 naderen.

Dat deze integraal zelf bestaat, volgt direct ult onze schattingen
van de integrand en dus is de reeks convergent,

Deze beschouwingen gelden alleen voor ¢ » O.

Ook als t = 0 1s, convergeert de reeks echter en wel nadert haar som

a0 AN
X +-2 Z: Ll%l—. sin nnx,

T

tot

die juist op het interval (x| ¢ 1 de waarde nul heeft, daar de reeks
juist de ontwikkeling van x in een reeks van Fourier voorstelt,

Oplossing voor willekeurige begintemperaturen.

Wij behandelen nu het probleem van de temperatuurverdeling in de
staaf met een willekeurige begintemperatuur, waarbij echter belde eind-
punten op de temperatuur nul worden gehouden.

Ut = Uxx O ¢ x ¢1 t >0
met randvoorwaarden
U(+0,t) = U(1-0,t) = © t 2 0.
U(x,+0) = g{x) 0 x 1.

Het getransformeerde probleem wordt
s#(x,s) - g(x) = uxx(x:s)
u(0,s) = w(1,s) = o.

De oplossing van deze niet-homogene gewone differentiaalvergeli jking
kunnen wij vinden met behulp van een functie van Green.

 8inh(1-x) Vs . sinh §Vo 0ot & ¢x

G(x,§ is) Vs sinh \ s
_sinh xVs . <inh(1-§) VS x ¢ § ¢

{5 sinh Vs

u(x,s) = j g( §) 6(x, §;s)af§.
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Om deze oplossing terug te transformeren, bepalen wij eerst het
residu van G(x, £ ;s) als functie ven s in de pool

8 = ~-T12n2.
Dit wordt
sin(1-x)T¥ n . 8in T n
2 cos n T 0 ¢§ ¢x
o Sin X T m . sin{1- §) Tn x ¢ € ¢
2 cos nw B

maar deze waarden zijn gelijk aan

o Sinn¥x . sin n T §
cos n

zodat wij vinden, als g g) continu is

e ‘ 2 2
ul(x,s) = 2 . 2 sin nTx . .J g( §) sin nTr §d § . e® T
="
(]

een resultaat, dat wij op een klassieke manier dogr antwikkelen in een
Fourierreeks (eigenlijk: toepassen van de eindige Fourier-transforma-
tie) ook hadden kunnen verkrijgen.

Variabele eindtemperaturen.

Wij beschouwen weer de half-oneindige staat x 3 0, waarbij voor

x = O de eindtemperatuur voorgeschreven is als een gegeven functie van
t.

Hoiﬂxwvt x>0
U(+0,t) = F(t) t >0
t =20 U=20 X > 0 X -3 Co - 0.
Het getransformeerde probleem is
d?x
g;g su = 0 .

u(+0,s) = £(s) = J' e“atF(t)dt,

[+]
en wij vinden als oplossging

X Vs
u = sf(s) . —— = sf(s) . v (x,s)
die teruggetransformeerd moet worden.
w o-X Vs
Nu is het origineel ven v = —s— bekend, nl. V(t) = erfc ( Xy,
x(S * 2Vt

e

en dus is s . = het beeld van Vt(x,t), d.w.z. de temperatuurverde-
ling van een staaf, wuurbl) op het tijdstip t = 0 een eenheidssprong

in de oorsprong wordt aangebracht.

Wi) vinden dan door toepassing van de convolutie-integraal
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t
U(x,s) = .( F(t-T) Vt(x,I‘)dfC.

o

Ook kunnen wij met sf(s) werken, als F(t) differentieerbaar is

OCiF'(t)IS = sf(s) - F(+0),

dus

ul{x,s) = F(+0) . v(x,s) +vJ?{F(t)S . v{x,s)
en
: t
U(x,t) = F(+0) . V(x,t) + V{ Fr{t-T) V(x,T )d ©.
[
Dit zijn speciale gevallen van het z.g. theorema van Duhamel, dat be-
trekking heeft op variabele randtemperaturen.
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Cursus Methodcn der Mathenatische Physica(vervolg)
te 's-Gravenhage

14¢ Voordracht: 14 April 1954
Spreker: Ir R."7.Trense.

1. In de 12¢ Vooirdracht werdcn 2 dincnsionale Eigentransformaties ge-
congtrucerd mct behulp van ongenorucerde 1 dinensionale Eigenfunctics
cn werden de norueringsfactoren opgenonien in de inverse transforuaties.
Dit geschiedde ter aansluiting op de Fouricr-sinus en cosinus trans-~
fornatie maar zulks is nict per se nodig. Voor cen verdcere uitbouw is
hct zelfs wenselijk van genorucerde cigenfunctics gebruik te naken.

Z2ij bijv. de genormeerde eigenfunctie behorende bij een balk op twee
steunpunten, die¢ aan wecerszijden op ecn bepaalde wijze is opgelegd:

Po(x), dan is (P (x),F (x) ) =& .

Voor een plaat zijn dan de 2 dinensionmle Eigentransformaties te con--
struerens

T

w(n,n) = ‘}},2{'«5{(1,y)g =j [ an(x) @n(y) W(x,y) dx ay
9 /e

2 S = 21T (n) P § o)

{

i

(x,y)

In d¢ 12e voordracht hebben we aan de hand van ecn tweetal voorbeclden
gezien hoe de invlocdsfunctic door cigenfunctics te approxincren is.
’ Algencen is hicrvoor dan ook te sc@fijveq_
G(x,5, €M) = Z Flnu, v, w) P (x) 9 (1) P, (§) B
Mct degze invlocdsfunctic kunnen we nu weer de integraalvergelijking
van het vrije trillingsprobleen opstelloen.

i > ‘
2(x,y,t) = - n / G(x,5, €4 m) %Li;'?zﬁl ag an

00
Voor Z(x,y,t) = 2(x,y) sin w t vinden we, 20 we¢ tevens A = mo)g gtel-

len t, (L,
Z(x,y)=l[ L G(x,y,g,wZ(gﬂ\)ﬁd’).
Als nu Z(x,y) = Z {2(n,m) § ()P ()]

zo wordt de vergelijking:

Ll
Z{E(nem) By(x) 3,0\ 2 lj f[Z F(nym, ¥, m) Guix) §(y) -
s @ — -
. ZE( V'yM:) ‘)"v'Lg )?Mi (ﬂ)dg d")} =
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= A Z Enn, v, p) G0 G0 Z 5 1) Ey dpoy =
=AZ [ Znymyv o, M) 2(v k)P (x)P (¥)-

M, ¥ p
*
Zij A = %

Wij hebben dan bij cen N-voudige approxinatic ¥ o= 1,s.eN 3
B = 1y...,N cen stelsel van N2 honogene vergelijkingen net de onbe-
kenden  z( v, m)
* -
;{Z glnn, v, m) z2(v ,w) = z(n,ua).
l
Ten anderc oplossing dan de nuloplossing is allevn mogelijk zo de

deterninant D der coéfficiénten nul is. 5 %
De vergelijking van de graad Nz, D=0 levert " eigenwaarden A op

met évenzovele oplossingen van z(y y M) -

Hiermee stellen we dus N2 eigenfuncties op, welke weer te norneren

zijn.

Noenn de genormeerde ei_.nfuncties behorende bij 7L \)rf‘ i(x,y)a
(x,y) voldoet dus agn de vergelijking

Vi, ; f],_

Vi(x,y) =X,j/ G(x,y, §,7M) V(0 §,m) afan

bovendien is

/ /\Vl(x’y )V (x,y) dx dy = 0

hetgeen een evolg is van de syrmetrie van G(x,y, g,“'])

] 1%
en is j }\I{iz(x,y) dx dy = 1.
[+]
Er bestaat dus alle grond voor de volgende definitie wvan wat we noencn
zullen kanonieke Eigentransforma[ties

KQ{’-ff(x,y)II

T(x,y)

i

w(i) = / '\}f A(x,y) W(x,y) dx &y

]

K"ziw(l &: Z Wy '\}ri(x,y)

19

Met deze kanonieke Ligentransforunaties zijn weer vraagstukken op tc
lossen, zoals de gedwongen trilling van cen plaat. De oplossing ver-
loopt geheel analoog aan het eendinensionale probleen.

%2ij de plaat in het punt (a,b) ondcrworpen aan een periodieke kracht
P sin@t . '

D¢ integraalvergelijking luidt dan:

Axyy,t) =[ } G(X;;}hﬁ 1) PU (a—-§ b-%) sindt d §dn -
- u! [ ’y,g ,m‘ .W..(.E_x.j.l@.) dgd'\?

° 90
Voor het goval dat de bewegineg stationair is schrijven we
W(x,y,t) = Y¥(x,y) sind t.
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Hiermee wordt de va,lrgelijking*

T(x,y) ~f [ G(x,;%,ge "'l) P U,(a- §y0-7) ag av +
o °+mg<2j'f G(x,y,g M) W(E,m) af dy =

=P G(x,y,a,b) + n j[G(x,y,g *’) l(g -v))d_gd'*]

Met de kanonieke Elgcntransfornatles krljg‘c nen de volgende oplossing

xyi(x,ywhf G(x,y, £,y 4(E,%) afanm

l, f.
A2'\P‘i(x’y) = j_ f& G(x,y,g,”{)\yi(g,w}) &_gd"]
AU (- §,y-)
Ay f : Y i (E,9) afan

il

D

PN
NACTIEE S GHERD

W(x,y) = 2 Wy '\Vi(}:,y) waarbij w, -:-j f Y ; 7 ax dy

£ 2(x,y) = W leu,y) -7 Mo vk

sta ) [ L e

ey

i
li I )\1 Wk
jj’\!’i“i’kdx‘ﬂy Z g Oy =

De D.V. welke aequivalent is aan de beschouwde integraalvergelijking

i

luidt:y
: 110(

A% W = § U (x-a,y-b) + B
’ W} P 9} d‘2 ?
ARSI A ACLE 2]
N "y
«.ll.i) = £ § Vila,b) + .T:.:ﬁ?i.,, Wy

P\y (a,b) P\yl(a b)
W = 'E = — "“g"‘" .
i Xi -11 o, m(w ”‘f)
Op klassieke nanier zou de oplossing verder als volgt verlopen
21 P G(x,y,a,b) = 2 ¢y '\Y i(xry)
L L L4
o 0 ¢
&
j P G( b) V. (x,y) dx 4 P¥yla,n)
= X,¥,8 X,y YV 5 e
? ¥ 9 \’*/1 b xi
Q

0
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Z2ij verder W(x,y) = X Wy \yi(x,y)

P ( 'h)
Z Wi ’\Vl(x!y) = my%ia ' Wi(xvy')c* f
2 N
QE‘(‘E wilij J G(x,y, g,q)\yi(g,wl) dEc“i\‘

P V., (a,b) 2
_ 3 __.\_*:_mim_ WV, (x,9) +Z£‘“§ w3 (%)

PVy,(a,b) PV, (a,b)

W, = —M-T—- = —-»----?
1 ?\1(1“_ —) n{e "~ d,é)
)

2. In de 12e¢ Voordracht werden cen aantal Laplace transforunaties afge-
leid van Besselfuncties welke voorzien waren van een soort denpings-—
factor. Door van cnigszins gewijzigde substituties gebruik te maken,
kan nen deze denpingsfactor veruijden.

We gaan uit van (5) LTS <2
Z4+ e B
Io(x) = - : g e 4z %“
2T i Y- (oo
We stellen x = b \[t2-k° B30 ; t>k
B} dz _ af
z = %g(’c—k) = = G
; rtoo 2
zodat preee, € (toi)+ ()
I b tg-kz S e g d
o%, 2711
/3..:’.‘0

Hierna :

VE \/51'15+ s=-b = § 25+2\/—ﬂ (13)

%9 g+b - |/s=b — ig-v = 28 ~ 2\/ 2 (14)

Door optelling en aftrekking ontstaat uit (13) en (14)

§+%1-a48 — s=3F§+ %‘“ (15)
2 =5 » ) 2
- ig—— = 4\/s‘~-b‘ s?-b% = % £ - % (16)
Uit (16) door (ifferentiatie
2 2 2 .2
ds + b 1,3 by _ Ys°-b
f&‘? r‘-a-gg =;§'(‘l§-—°§“)a § -
ds x_c_i_f
8“=b £
2 2 2
§(tk)+w§t}f§l t(%§+%)-k<%§-9§——):st k|g2-b?
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zodat

st -k [ se-b2
I,{® 2~k2§c E%“{j o

Agc
213 g =G +1i¢€
:/5 +l
§ ; 1 -
G + %/3 + %1 n + W .
"b b tqus Lo
2,3 !
C=2p +3b'§‘{“2
N
‘ n paramnetervergelijkingen
€ = %2mM - bﬂ in , die van = o0 —» + @
! -7? % q loopt. A

” 2
N Y
i S

Door /3 loopt weer een verticale asymptoct te§w1jl het snijpunt met

de ¢ as rechts hiervan gelegen is in 1 3 + bg«

‘ :
Als men er zorg voor draagt, dat 3{8 > b zal in het gehele gearceerde
gebied geen singulariteit voorkouen. De integratie langs de kromme kan
dus vervangen worden door die langs de asymptoot

s Lo
e ST B R
IO{ beto -~k = ?‘?fj e s ey ds
U-te G > b

Ol aan te tonen dat voor +t ¢ k

T+t eo o 2
1’ e-(k-—t)S ek{ s-—VS -b &
2mi v;z_bE
Ll
naar nul gaat, kout het er in wezen on neer dat we aantonen dat
ki - Vslop?
VE —b

op een eirkel met het niddelpunt in de oorsprong en straal = R hebben we

ds

lin

S a0

Jels - sg-bz}} R - VRZp?Y
max S D = - - e s
Vst ey
2
b 2
KR(1- 1 + 2 kb2
) Lo ) . el
“ R\fﬂﬁ? YV
RC " '

hetgeen inderdaad bij R — oo aar nul gaat.
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We hebben dus

L2 .2
ol/a?-p _

, - ™% 1_(b V42k®) at (17)
G 8™-b : b

Hieruit onfstaat door links en rechts naar k te differentieren

V6?02 ks —st “
e -8 = e Va-z-—»z I (b t ) dt (18)
A -k

Men kan eventueel in (11)

T ot 1 i 1
|/s(g+a) °
&

substitueren  #a=b

lr—~——* ©
ek s(s+20) ~/ ~(s+b)t 2 .2
e I tb\/t ~k Sdt
V/ s(s+20b) 0

1]

R
Zij nu s+b =G g =0 ~-0D> S s(s+2b) zch _ b2
s+2b =G+ b
e—-k VO" --b 5 »
Io{ b\/t -k }dt
g ~-b

Evenwel ontsnapt ons hier de voorwaarde dat het re&le deel van g gro*
dan b zijn noet.

3. Twee dinensionale Laplace Transforunaties.

Op dezelfde wijze als de cendimensionale Eigentransformaties uitgebrei”
werden tot tweedinensionale kunnen ook de Laplacetransformaties tot twoe -
dimensionale worden uitgebreid.

e definiéren =

Z{F(x:y)] = £(8,7) = J@ J<:: e"(SX-!»o'y) F(x,y) dx dy

De uitbreidingen van de stap en pulsfuncties zijn de volgende

0 xt@hgyéo
Umﬁxﬂ):{1 x»0 en y>0 .
(7 ~exeay) -
2 -( sx+gy e
11U (x y)}: L J e dx dy = .
{ oo*"? © o
[ -4 e
[ 17 eIy 1 _ 1 v
- 8 o o o 8(}" (19) ’//
Als operator onder het integraaltcken defihivren we %
Uyo(x,y) ax = a_ U (x,y) ’
. o0 [ %0
LZ[_UTO(x,y)] = J e"(sx*‘y)UTO(x,y) dx dy Y

o g

00 o
- j e-—ﬁ'ydy j e‘--‘BX dx(UOO) dx =

e ° Q X




o * <« )
- -0y ¢ —8x g -8X
j e dy{[ e {TOOL +8 e U éx]n

© o0 00
=5 | ~(sx+ry) -8 . 1 .
'sl/e U xdy =5 = 2 //V (20)
Evenzo: Z
'
Uo4(x,¥) ay = 8, Uy .
2 1 ° *
o, x} =3 (en
U,q(x,y) ax ay = a5 U, (x,3) = Sy
/»’
7
= 4 Uy (%) = a4y 4, U (%) .’
2 ° "
v (=1 (22)
We kunnen Uﬂ(x,y) eventueel opvatten als een Dirac functiec.
_(X~é)2+(y~%)2
Zij vijv cf(x-é - € a)-—-—J—- e a
o s J ' = B
!
! Y
Wwelke waarde a ook bezit, de inhoud M .
i \ P Rottd
van het decl van et door § weer- r %«:\«,{.’/;V
gegeven klokvornige lichaam boven . ’;\\!\/,‘;\ //
het xy vlak , blijkt een te zijn, ,f,'/, ?,1/\ s

- - A . e

S (Y
11.11”181‘5. P il

!

i

I

¢

¥

J\ (x~6,y~¢, a)dx dy = ;
_(x=9) +(v~6)2 -
X— & -€v _ 1 _
// (W)d({?gr)—vv—1
~aP . Og
Men kan dan ook U..(x,y) opvatten als:
1(x,y) = lin (x~€,y-¢& ,a)
Bepalen we de dubbelzijdige 2 dlnensgonale Laplacetransfornatie van
4 2 2
P x-¢ €y éa) {sx+¢y+ (x-¢) ;(ybt) L
L [ (I_ 17— € dx dv o=

af

:a) =
o ~Sees HePe P / A 8"")%( - )2

(-;,;-,;ﬂ?—) Ak + ) -

~E(g+0) + I(Bz ‘?

= e
Na linmietovergang krijgen we dus
1in 1° {é*(x—- ¥ € ,a)"

[N
e ot
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Als 4 functie van Dirac is an
op te vatten,als

xY
Uoo = &33;{1’ ]/ ) (x-¢,y-¢,a) dx dy
ew0t w. 0w

Inductief kunnen we bewijzen, dat

L2 -1
[vpexi)] = 2 (23)
Z0 Upodx= dx U(p-‘l)o 1
P—-
Zij 1.2 [ (x,y)] SG‘ y 20 18 e

L [U(p+1)o(x?y // "'(Sx-l'ry)d Up dy -

a0 ©
[+%ad
"Q)de“ ™y } + s/ e 3% Upo dx]:

s 0 P
po T

De stellmg is waar voor p=1 , dus is ze algcncen waar.
Bvenzo i1s te bewijzen

]

-1
B[ U (x,9)] = L5

(24)
Het inductieve bewijs voor de stelling
LE[qu(x,y)] = P 1] (25)
gaat als volgt:
per definitie isgs
Upg(xoy) dx dy = d, 8y Uiy 4)(q-1)
{U (x y)] f/ ,~(ex+9y) a, U dy =
(pr1)(q+1) 7 p(g+1) ™
R - = :
= ] dy [ e p(q+1)} + 8 € UP(Q_+1) dx] =
(sx+ry) [ _(sx+vy)
R R o (A D
// Up(q+1) A dx dy Upg
= ,—8X -y =Ty -
= s/e dx{[ e qu]o + c"/o e qu dy} =
] a .
= 8 o’]e“wﬁd‘y) U_ dx dy = sP 4
A Pq
Maar nu is voor ©p . >q
p—q—T
Lz( U(p——q)o(x'y):} e (zie 23)

en voor g »p —p—1 »
2 _g1mPm )
L [Uo(q__p)(x,y}] = - (zie 24)
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zodat de stelling hiermee bewezen is.

4. Uitbreiding van het convolutie begrip tot twee dimensles.
Voor het product van twee beecldfuncties is te schr:z.jven

fie,r)g(s ) = j/ ~(sx+e¥)p(x,y) ax dy// —(sg+v ")G(g magan=

OOOQ
On to% de convolutie hiervan te komen is de volgende hulpstelling
benodigd

Lenna
Als  P(x,y) = F(x,5) + F,o(x,¥)

‘ -1(x,y) }< M e x+/sy

Lz )'a\ E
LnP J " n
L-' }al % ClJl ‘ < M2 96

C’(?v‘])zG—](g:“})*‘G(gr"[)

M;$ m T Ot
6oty m= & 2 [ gy Ugnf(§ - 200 (3-0.)]
meq ?\:w sl mzt )

Mzt oAzt 1L

go zal het deel van de integraal

////m e~ el e o (g4l p(y, y)G(E ,M) ax dy df dm

over het gebied x+§ >h , y+m >k voor h - o en k - © naar nul

gaan. ® o o

P (o eel ) //// 1ot )T r (506 (5, max ay ogoy

o » 600 g @z
] ey a LI g, f[ ~(sfe ™)

Az 2t
2 it aoU (i”a ,’7b)d§d"}+
G

ixp jear
4:{ [ e“(3§*¢ﬁ)a (g;q)d dv Zf ijl‘[j/ -(sx+0’y)u j(x—al,y~b )
g Nz dx dy +
i i Zcijl ([ -(sx+<ry)U (x-—al,y—b Ydx dy Z Z Z. d

R mnr
Lat Jnl mer Mol

66 @
fw‘(E’?W“‘}) ol § -2 )(m -b) dfdn =
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//// s )+ T (7 W (x,5)0,(F,9) & ay g an + |

e 6 oo

jaf'e (8x+¢'y)F1(x,y)dx &yz_ 'Z_ denr & ]/ -—(s§+¢-~;) .

evowyp oo & g (fa,’?ul )d L"‘}-&«

f/ (o e g, mag Ml(/{ JZVZ oaete f”f “exe 9 L

tn!
(x-al,y-b lJdx dy +

i 7, oo QU
Zb Z%_- Z oy j/ (S”‘ry)U o(xma ,y-0) 2 2 2 . s"

L:Jz ma mzxy L

o /7 o~ (sfray U, (E-a”) ~b)agdn =

//// s<x+§>w<y+m‘s[F (2,906, § 4 ) +

5060 & © 9 Wi

m n
+ F1(X,y) = Z:x% 4 -85 @ Ugo(f -2 -b.) +
n b v i
+ G (€, fv) Z 7 i1 8 @ UOO(x-al,y-—bl) +

L:t
(,b./\/‘m

¢
+ Z Z Z Z_ Z Z_ e 41 & Si+m¢j+n Uoo(x-al,y—-bl)
A

(?ljlﬂﬂzlm; Z

LN

L_..

Voor het gebied ;mf >h , y+7 >k geldt

| JTT ] et pe s 0o pe ppag ) ax oy ag am | ¢
o oo ojj//_(smq‘k l F (I,yu | G, (§ ,1))

(ch Jiar

[F(x,y))zzz& lsmg'i*} (8, q)lZZZ‘lJlksqja—

LPJOI‘M M‘itﬂ‘hl(z ter Ja

+ZZZ§ z lejl {dmnrl gi+m j+n d.xdyd%-d"') ¢

Jeio M !
Kokrk ok
< J Jf‘[m.iz@} e"{(s-—ad)m—(c}“-%@)k +£ M, ™ i, P G"Vs
a0 o e-—{(s—w( P+ @ -p =)k,

b, o7V om{(e=2RHT 20K ] 4y a5 agav -
"k MMy M1M4sqs—w+M3M23p o M2M4ap+q- VW
= =7 [ (S—M)hv%{G“-ZQG)k + e( s—i~ h+{oc-p=-¢)k + ol 8=2YIh+{e-2¢)

tenminste als s >1 eng ) 1
We zorgen er tevens vour dat
AN

8 ) m%;;x g > max{[g%:a’

Uoo(f -2, -br) dx dy c}gdwﬁ

.

{
e
'}
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Laten we h en k onbegrensd aangroeien zo nadert het rechterlid"van de

ongelijkheid tot nul. gq.d.e.

De viervoudige integraal waarmee f(s,g )y(s, o) berekend moet worden,
kan dus beperkt blijven tot het gebied

x+§<h}h~>cx;

y o+ ~vl < k k —» o=
Dit deel vormen we met de volgende codrdinaten transformatie om
ok = X + § x = (
y=x £=d-y
=y + ’Vl J y =
=y ~) = -
met de Jacobiaan:
ix 2x  @x  ox 1 0 0 0
35' o d o a(s
31 o8 28 2& -1 1 0 o0
2% Aok X on -
2y oy ay 2y o o 1 o
DY d ol AN 93
oM oM oM 2" 0 0 ~1 .
Y Dok Ry, L

£(s,0)els,0) —j/m “(S“‘Tﬁ)dadg // By B)6=g,4-1) d a B
Lo Rl ,3) G(D(,A) j/ F(y, MG~ 6’%"(””) dy an’

of door assenvernoemlng y

F(ny).)éG(X!y) :// F(Ev“’])(}(x"fyy"’]) df dfq (26)

zodat ® @ © N
f(S,cr)g(S,o“) = // e-(SX+G’y) F(X:y) G(X,y) dx dy
o Q
Uit (26) krijgt men door te stellen:
(X—-§)=°¢ ~>§=x—-o<. — df= - d
(y=m) =8 = m=y-2 dm= - az4

’ o ro
P(x,y) ¥ G(x,y) =Z.{ F(x=-oly y-4) G(o(,‘,g) det d @

[Z)’F(x-o(,y—/s) G(ely 5 ) a d6=

6x,y) T Fx,y) | (27)

il
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te '8~Gravenhage
5e Voordracht: 12 Mei 1954.
Spreker: Ir R.W.Trense.

Gebruik makende van het convolutie begrip en de tijdens de 14e voordr %t
afgeleide stelling, dat

£(s,0)g(s,q) = L° { F(x,y) 6(x,5)}
i waarbij: *

4
Hx) ey = | [ Flxetay-pel,med ay

Q o

kunnen we de fundamentele stellingen afleiden, waarmee parti&le diffe-
rentiaalvergelij-ingen over te brengen zijn naar de f(s,d)ruimte.
Systematisch te w rk gaande krijgen we allereerst een stelling, welke
als bij de eendimensionale Laplacetransformaties zeer goed bruikbaar is
voor een inpessing vanr de tweedimonsionale Laplacetransformaties in de
gxgepentheorie.

2 L

H{e,r)el = L {F()&,y) U 1(:ac,y)k

¥
F(x,y) U 11(xs7) = ” F(x=4,y-)U,,(&,9) d&ady

S {F(x-£,3-n) | = P(xy) (28)
%

“
6 0

P vervolgens:
‘o

F(x.y) Usq(x,y) = (1} F(x=&y-n)U, (&, n)d€ an =

[ retiry atug @ man -

Co %
= |dy {{F(I-—i.’?""'))Uﬂ(&ﬂ])]o + af - u(x ﬁ,y—-y})Uﬁ(&'q) al dq] =

laF(o,y-q)UH(x,q) + j‘j‘ Fi fx- &,y-.q)U”(E,\,) dlbaq =

H

&*
= F(Oyy)u11(xry) + F! (x,y) =
= P(0,y)U,0(x,v) + F} (x,y)

s £(s,0) = L°{ F(O,7)U,o(x, )} + L2 [P} (x';)}
= Ly [ F(0,)} + 1# {72 (x,3)}

1247y (x,7)} = s £(s,0) - Ly | F(O,3)} | (29)
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7 101

“%ﬁ%% te

213 st f(ﬁ,o‘) —— n-1 L‘ fF(O,y)} n~2 Lﬁ, 5F’ (O,y)} res
-1 {F (“"”m N} = ?{ 5 (9]
dan is ~
s[:s f(gya) « & n-1 Le {F(O,y{} - g2 L% jFé (0.} - : ;
| LiiF;n~1)(O,yi}

de Laplacetransformatie van

F(n)(x y) U21(x y) = jf F &) (x~ é,y—»,)Um(c‘: v)dé'. dn =

‘b (n)
g F(x i) I"ﬂ,,y~?)d&U11(&,q)ﬁ*) =

1

Qo
3 (n n+1)
{"an [{F(x o (x=day=n) U] 4 J F<x 5 (x=dyy=n)U, 4 (&, v)dﬁj} -

I7F§{n)(0!y”b) U11(xyy))dq -+ FJ(Cn 1} (ny) =

¢

2 (0,170, (xp) + 5 (x,9) -

]

i}

= F;n)(OyY) UTO(x,y) + F§n+1)(x’y)

i
zqdat

1 £(s,q) - LY {F(0, )} =u-e- Ly {F;n) (0,7} = 1 {Ff[n“)(x,y)}

In verband met (29) is hiermee dus inductief bewezen dat:

Brl) (x,p) ) = o TB{F(x, ) - 8771 1Y (ROl Ty (a0, 0} (30)

Evenzo is aan te tonen dat

' {F (x,y)& = 0" L {F(x,y)}. n-1 Ly §P(x,00§ - «us L&{an"”(x,c')} (31)

Verder volgt uit (29)
»
sof(s,q) -O’L' {F(0, 3 = 1 L {F2 (x,¥) U12(x,y)§

*

e
P U, = 0! Placg) (xmty=n) U p(&pn) a€dq =
T
I F(x
13

i
S S

) (K‘*ﬂy}"’"}) d’l U..!-‘(g»o’]) aé =

{ Fle-g) (x=4y-7) Uﬂ(é,n)P a&+

]
eu.......\x

.
* jf {x gfg (x-¢ sY“‘)) U 1(“:,*1) as d;; =
¢ 9o y‘“
= P! (x,O) Uy (xyy) + Py (x,3) =

y
= P! (x,0) Up (x,5) + B (x,¥)
y

la
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e f(s,0) ~oLIIR(0, 1)} = T2 {7y (x,} + 17 [ FL(x,0) Upq(xem)} =

y
= 12 {72 (x,3)) + 1 (B2 (x,008 .
y
Maar nu is
Ly {74 (x,0)} = s L} {F(x,0)} - F(0,0)
zodat
saf(s,r) - a Ly fr(o,m)} - s L) {F(x,O)} + F(0,0) =

= 1° iF; (x,y)} (32)
y

Als voortzetting van (32) gullen we door volledige inductie bewijzen,
dat:

2n ‘ .. ol . - 2m
2 {r _ (x,y) )= & ¢ 2(s,0) - Z TGN L (0,9 -
b’ s x
' 7
-t 2m e 2m
-3 Gh-m n-n-1 L {F u (x,0)§ + E:_(s cﬁn—m~1 F o (0,0) (33)
MM X A w2

X
v 7

Immers als de stelling waar is voor n volgt uit (32)

2 2n+2 5 2n 2n
AT pq o)y = 80l {F | (xy0)} - oLy {F (0,30} -
X x X
yn+‘l yn yn
2n 2n
- s L {Fxn (x,0) ¥ + Fxn (0,0) =
N 7
2n Aty 2m
n+1 n+1 . n-m ne-mn+1 \
= g @ (s, ~crLy {Fxn (O,y)§ - Eg;é 8 L&{Fxm (0,74

o v
2n ~ 2m
- sl {F p (100} - T e ) VP, (%,0) T+

o 8

v v

Aot N 2m Qn

+ 3 (80" F (0,00 +F  (0,0) =
A 8 O X X
yo ¥R

Ay
= ghtl on+l f(s,0) - §_ &7 Gp~m+1 L

Az @ y

2
{Fx: (0,7} -

v
~ _ _ 2m ~ 2m
_ EE: gh-m+1 _n-m L. *F N (x,0)} +3_ (s o)™ F o (0,0).
Aonw & X mro x

y® b
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Daar 32 een verbijzondering is van (33) is (33) bewezen.
Substitueren we in (33):

m
sn-m-—1 n-in LI iF (0, y}} = gt n-m-1 a—n I.«:;_ {me (O!y)i -
X

ym ! m+k
- 2 hm-l on-k-l g o (0,0}

o x

en
g8 o B-m-1 Ly {F (x,0)§ = gt 2] L {F (x,0) Y -
Y
y.m ;e m+1
- Z s n-1l-1 g__n---m~-1 P N (0,0)
£=o X
v

‘ 20 krijgen we @

2 {570 (2,10 = 570 ® £(s,0) ~ oF Z‘_ gh=m-1 Ly {70 (0,9)) -

J:;n faatet) - b
- &t 2—-_ O_n--n-1 L;c &me (x,O)} + Z E__“; sn-—-m-—1 rnak-ﬂ Fm;;k(0,0H
0 y P Y] -&-a xm
¥
-y el - e - » 2m
2y i sn“q-“m"yl (0,0) + S (sg)® ™! sz(o,m =
e n O 20 O
ym y
= 8" P f(s,) - o T -1 L}{me (0, M} -
Lo aalk ¥} X
s SRS m = & peke1 pel-t KFL
.‘ - i o L! {F (x,0) } + 2 gt TR gt Fk(0,0)
Al X ym A0 =0 x
1l
i
(34).
Subatitueren we (34) in (29):
2n+1 =
2 n+ n n n-m
L {Fxm, (x,7)} = 1 P £(s,0) - & 25 9L {F (0,y)} -
yn L]
_ htd = o= 1y 0 o <= n-k n-l-1 jk+l 0.0
) WZM L {F (x, )'1+E_ );': 8 o B’xk(,)
yl
2n
- T,
I'y {Fxn (0,3) } (35).
yo
Maar nuzés e n
L AF L O Y= ot (P (0,9} - T SN E (0,0)
Y ' x YU xn £76 x
0 vt

waardoor (35) overgaat in:



104
2n+1

LQ{F b b= e e(s, ) -
n .
y
ey e k S 1
SeP S g(n+1)=k~1 Lt | ¥ x (0,y)} - s°*! e l«Li 7 l(I,O)‘S .
des o y £=z0 Ni
lrdadey o k+1
+ E: Z s(n+1)""k"’1 0_11"“1"1 P k (0 0) (36)-
=0 9 l
y
Dit v keer voortzettende H
2n+v n
1?{r _nsv (x, 3} = o I(s,0) -
n
e (n+p) k-1 k P n-l-1 1
n s n+v)—~k- n+¥e- nNel-
- L' [F 0 - LT x,0))+
S REIPRCIE B A x{yl(’)i
ORIV LT k+1
£ 3 elmel=kml nel-t 7 (g 0 (37)-
,&':O L=0 X
yl
Op analoge wijze krijgt men voor een verhoging van de differentiatics
naar y: on+
PP, () o= e 2(ee) -
yor
- k "‘".IAM l
n4m n-k-1 n v (ntam)=l-1
A Ly [P (0)f - 8" o o L (F | (x,0)}
Esa) PaanY Sl k+l
N EF: T Gh=k-1 (n+m)=1-1 F o (0,0) (37a)
20 RAuo xl
y
(37) en (37a) kunnen worden samengevat, tot:
n+m e k
LQIF (x'y)k s f(szﬂ') - m: " k=1 L {F (O’Y)\I -
xm Py y xk
yn
an -t Ay A=) k+1
m n-l—1 m-k=1 n-l-1
- 8 o (x,0)y+ 3~ 8 F (0,0}
= Ty kb 8 &
y (3¢).

In het eendimensionale geval werd afgeleid dat de inverse Laplace-
transformatie te bepalen is door:

é»n‘co

e =z J %% £(s) as r>o

d»*-km
met als voorwuarde, dat f£(8) in het gebied Rs > t een holomornic
functie is.
Bij de uitbreiding %ot het tweedimensionale functiegebied, wordt de
inverse transformatie



}

ol + oo Narico

L"?Qf(é,q-n = «Z-'*g- f ] eSX*TY £(8,) ds do

4 r A-Cep Sl

Zen belangrijke voorwaarde is hierbij,
dat f(s,¢) in het gehele gebied
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Rs> « , Rs >, holomorph is

{39)
>0 ex;‘rm i////

We zullen het belang hiervan aan de
hand van een voorbeeld illustreren.

Beginnen we met de bepaling van de 2 dimensionale Laplacetransformatic

van de functie
Py - %) voor y >

WK i

0 voor y <€
waarbij a een positief getal voorstelt en

lim \f(e)l = O
Tl o

)

Per definitie vinden we voor de Laplacetransformatie van deze functie

]

p s
o - -
= J e e & £l¢) ax = _ﬂf‘_g___

o 8 -4 -
a

De omkering gaat als volgt:
v ) -
==

g + -g

«:«'m pie

o ]
J e %% a4 x 1 eV Ry - Uy -1 ey =

Js

(40)

= "‘12’ eﬁ;x”"'ﬂwy ——gﬂz:— ds de =
4 &{ ‘o pite 8 + 'é:

ST 00

p-h‘m
§£’{ e T £le) da 11 f 05X ds -

i

f;..:eo o-ieo s+ 3
ox
sx -t
Nu is; Res £ = 27l e &
s+ €
a Aeoo x
- T(y- 3)
2 L) i: — j e = (o) do=
8 4+ "é: ﬁ,_‘@
X
;{F(y - a) voor y 7 <
0 voor y < %—
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Van dit resultaat gebruik makende zullen we een oplossing trachten te
vinden van de differentisalvergelijking:

2% _ 22y -0
2x2 "2 42
die voldoet aan de randvoorwaarden:
w(0,t) = F(t) wy (0,1%)
w(x,0) = O wl (x,0)

]
i

G(t)
0

i
i

en daar zulks slechts mogelijk is bij een bepaald verband tussen
G(t) en F(t) =zullen we tevens proberen om dit verband op te sporen

Door laplace-transformatie wordt de differentiasalvergelijking omgezet
ins

2.2

s°L{ w(x,t)§ ~ sL%{w(O,t)} - L}fw (0,t)} -

- i§ 212 Lw(x,0)§ + iﬁ oIy {w(x, 00} + iﬁ'Li {wy (200§ =0

(82 - E; ) 1.2 iw(x,t)& = sL} {F(t)} + L} {G(t)}
a

L2 SN = s £(a) + g(a)
AL o YO

In verband met de eis van holomorphie in het gebied s )0 ; ¢>0 moet

¥
de teller door s - %T deelbaar zijn, hetgeen voert tot de voorwaarde

%.f(cﬁ + g(lo) =0

glo) = - £ £(a)
g(e) + HO - _ 1roee) - 7o)}

LHG(t) +Eé9_l U1(t)§-_—..-% Ly {%—l}

TSR EC R Ce

verder wordt;

.z
12 {w(x,t)} = (e-5) 29 _ 2(&)

D(a & a
(s+ Z)(s g) s+ 2
zodat:
Pt~ %) voor t > %
w(x,t) = 0 voor t <&
a



Van (12) uwitgaande (zie syllabus 12e voordracht) kunnen we de twee-
dimensionale Laplace-transformaties van enkele functies bepalen, die
we voor een belangrijke toepassing nodig zullen hebben.

Stelling (12) luidde:

~k¥s(s+a) _ ~(s+dalk

e is de Laplace-transformatie van de
functie:
t < k 0
L
£ >k ba o7P0% I, (% V7% )

'\/‘cz e
Zijnu s =03 t

Hiermee wordt (12):
o0

i,
je"q_y 3a 7%V ;?—'—332-2-, I,(za ¥y2~b2x2 =
VI -bx

8x

il
«d
=y
i}
g

X
_ DX V' o(o+a) _ o~Zabx -bxo (41)
Als nu voor:
y < bx G(x,y) = 0
1 57
¥ > bx G(x,y) = o @7 iy fz”z“z* I,(3aVy°-p7x")
oo [ o]
zo is I1° (6(x, 1)} = je-sx dx j e~ 7Y o(x,y) dy =
&

i

L {e-‘ox\/ clo+a) _ Ly &e-—%abx e-bxr}

fl

1 _ g { e--‘%abx e-—bxo*g
s+byo(a+a) *
Als mu £(o) = L9 {P(y) U0}

z0 18s

£(7) _ Lt [e=ERbX  _=bXT oo
s+b Y ~(d+a) x ke ° ()

]

2 {G(X’Y)* F(y) U1o(xsy)§ =

N .
= f(ﬂ.,. e 12 ((e-gabx F(y-bx) Uso (x,y-’ox)g

s+b Vo (c+a)

Maar nu is voor y ) bx:

G(X,y)* F(y) U1O =

=&fu1o(x—a)ﬂ%abe"za*l 1/_2& - I,(3a V-2 £2)R(y= n)ay }ad =
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: f%ab G-%aq m 11 {‘k& V ﬂa’baxe ) F(y"}?)d’v}
£ ' -

Voor ¥ ¢ bx 1is G(x,y)*F (v) Uy =0

Maar dan is f(‘rl
s+b VvV a(o+a)

de Laplace-trancformatie van de functie:

y < bx 0
v » bx e—-ﬁ-abx F(y-bx) +
d - / .
b + J %abe ‘é‘a’) ---E—__:X-E-:z-; 11 (%a z-bzxa)F(y‘-y)d?
éx ¥m"-p"x
(42)
Za r(s) = LSF(t) U(t-k)}
is
¥ £(sy = L {F(t+ck) U(b-kek)y
Passen we dit op (12) toe, zo zien we dat:
Jkles- ya(s+a) _ -{(1-c)s+a)}k
de Laplace-transformatie is van:
t < (1-¢)k 0
t > (1-¢)k 1a o-28(tHek) £ I, (32 V(40 K)%12 )
Y (t+ck)“-k
l Stellen we hierin
8 =g ; t =y ; k = bx
zo zlen we als hierboven, dat van de functie:
y < (1-¢)bx G(x,y) =0
y 2 (1~c)bx G(X,Y) = %a e-ﬁ-a(yi—bcx) bx e *

A/ (y+bex )= -bx
. I, (32 \/(yd-bcx)z-bzxz )

de 2 dimensionale Laplace-transformatie bedraagt:
,{ e-ﬁabx e-P(1-c )xcr}

1
- L
s-bco +b cria~+a§ x

Z0 nu weer:

£(e) = L2{ F(y) Uyq |

volgt op dezelfde wijze,dat :
flg)

8-bcT +bV T (T +a)
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de Laplace-transformatie is‘ van de functile:
v £ {(1-¢)bx 0

¥y > (1-c)ox o mHaDX F{y-(1-c)bx} +

‘ e 2 . 2.2y
.; {f‘aﬁ& e-—%a(n +bex) ;/(q+bc;)2f§2;2’ 11 (32 i/(n-kbcx) -b™x }F(y-y)d?%)

Substitueer in (42)

b = o en b2a=d’ am%
Py

Z0 1s:
f£(a)
S+Vo§ foad +afc“
de tweedimensionale Laplace-transformatie van:
‘ V< ax G(x,y) =0
-1 X
yoa x slx,y) = 2 & % Bly-ax) +
j? -3 52‘7 X
+ | 3 Le VW,I1(% fz’i"%“"; )F(y-n)dy
ol x M- X (44)
Substitueer in (43)
be =p v = (24 a) =F° b=y

21

Dan blijkt:
£{s)
s- po +V e l+ya

de tweedimensionale Laplace-transformatie te zijn van de functie

® (5o, H(x,y) = 0
- ‘rx
vy > (§-p)x H(x,y) =e o0 Fly - (&§-p)xl+
k § 4 % [1+Ax) ,
+ 5 xe ° L e I, (% -fg’s/ﬂﬁﬁ x)*- ngg)F‘(yw)dv
(§-p)x ’\/('q +A %)= §%x ¢

(¥5)
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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)
te 's~Gravenhage
16e Voordracht: 9 Juni 1954,
Spreker: Ir R.W.Trense.

Als toepassing van de voorgaande theorie zou ik een probleem aan
de orde willen stellen betreffende een verschijnsel, welke bekend staat
onder de naam hoogwatergolf. Hoe plant zich een min of meer plotseling
optredende peilsverhoging op een rivier voort

:%— L\/

o e e e
ey ,fq%é%\ f;ﬁé?§<>?</ o
> e =
< >
3

CdH),
b
s N
H(-d H_Q=dvdt ® ‘94—(6{5?)7&

7777777777777 77777 777 7 7 Y

o dx > ¢ dx

dxap? [t gt H?
Afleiding van het stelsel differentiaalvergelijkingen der niet statio-
naire beweging.
We gaan van de volgende vereenvoudigende veronderstellingen uit:
19 In het stromingsprofiel 1is de snelheid constant gedacht. Bij een
debiet Y en een gemiddelde breedte B krijgen we dan voor deze snelheif
Vs v

= BH
0 . . .
2¢ De variatie van V met x is verwaarloosbaar klein of m.a.w. 3% =0

Voor de versnelling is in verband met (20) te schrijven:
av _ oV VY 2V 1 2y ¥» 0H

== == 4+ V= = = == ==
dt 2t X ot H 2% gge °°F

De krachten die in horizontale richting werken zijn de waterdruk en
de wrijving. De eerste bedraagt per breedte-eenheid H(-—dH)X
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De wrijvingskracht is volgens de stelling van De Chézy te berekenen

uite
VmC\}RI:: CYHI
. VZ ) 2
c°y  cépond

en wel is ze dan gelijk aan:

~gi§~§— Hdx = : dx
C"B"H E%é?g?

Verwaarlozen we in de uitdrukking voor %% verder nog de laatste term
zo volgt bij toepassing van de stelling van d'Alembert:

2
. Hax 129
H(-aH) - 3%55E§“ ax = S B 5%

Delen we linker en rechter 1lid door ~Hdx en brengen we alle termen
naar het linkerlid over zo ontstaat

(aH) L1 29 @ o
dx g8l Bt 2l

ofwel ) ) yz
H 1 ¥ !
O H L2 S (46)
5x © gBH Ot 02
De tweede vergelijking die de stroming beheerst is de continuiteits-
vergeli Jjking.
Beschouw een elementje met de afmetingen dx,1,H.
In dit elementje stroomt in de tijd dt naar binnen:
{@ “(qMFd?x)kdt
terwijl naar boven een hoeveelheid stroomt:
W dx(dH)t

Gelijkstelling geeft:

-(dap)x at = v ax(dH)t
Delen we linker en rechterlid door -W dx dt en brengen we de term
van het rechterlid naar het linkerlid over, zo ontstaat

QH . 129

5T tW3x =0 (47)
Kiezen we het tijdestip t=0 zodanig, dat de beweging voor dit tijdstip
stationair is en dat net na dit tijdstip de verstoring intreedt.
Ale we de storing in H en 99 weergeven door ™ en q hebben we duss

H(x,t) = H(x,0) + “ (x,t) k (48)
(P(xv‘ﬁ) lP(O) + q(x.t)

it

it
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Hierbij zijn dus ~ (x,0) en q(x,0) gelijk aan nul.
Uit (48) volgts

’DH(x,O) ., RH_ _AE(x,0) , 9 _
?X 'ax (49); >t 2 t 2t bt (50)

In verband met de stationaire toestand tot en met het tijdstip t=0 1is

? H(x,0) “Pz
Kool L 5 =0 (51)
v X ceplys
¢ VPs Vg D
st e, =29
2t - 3%F Y 3t Tt (52)
(46) en (47) gaan hiermee over in
9 H(x,0), . g +g)o 2500(1 Q2 = 0
oM , 1 2g
SETT 3x -0
Hierbij is nog niet gebruik gemaakt van (51). o

Gebeurt zulks, zo ontstaat als tevens de term ~§9§~3 verwaarloosd
wordt, het vergelijkingsstelsel:
M 1 g . 9.
TECEE vt 2 C°
) (53)
ga 1 a.
3t W X7 ©
Dit stelsel denken we ons nu gelineariseerd m.a.w. alle co&fficiénten
beschouwen we als constanten.
Differentieren we de eerste vergelijking partieel naar x en de tweede
naar t
b2 J— qu - 2 95 Qg
3x gBH dxvt copeps X

= Q
(54)

Trekken we de tweedc vergelijking van het aan (53) aequivalente stelsel
(54) met wgﬁ vermenigvuldigd van de ecrste af zo ontstaat

= 0

_w%% ?i -52 2(?0 dg

+ ——
tQ CJB“HB X

Hiervan trckken we de tweede vergelijking van (53) met D vers
. . o , C™B"H
menigvuldigd af en krijgen tenslotte:

V24 e 297 a3y
ox? &M 37T (2573 3t T °
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2 W
W 2
Mot - = o en ~§~§9§~ = § (55)
& C°B°H
luidt deze vergelijking
22 22 aw
: av ER .
Verwaarlozen we in de uitdrukking voor e de term V 5% niet
geheel maar zetten we hiervoor
¢ o
p°H° °X

zo krijgen we inplaats van (46) de iets scherpere vergelijking

2
BH 1_%9 P 9y 4 -0 (57)

4
T gBH 3t ngHZ DX CQBZHB

welke tezamen met de continuiteitsvergelijking:

2, 129 _

>t T ®x T (47)

een simultaan stelsel vormt.
Dezelfde substitutics (48) tot en met (52) voeren het stelsel over in

d v\ 1 Yo dg g 2 o0 o 0
+ o + + =
é’“ﬁ ggﬁﬁz 3x gB2H X o252 c2pens

O . 1 _
>t 7 T ax = 0

2
We verwaarlozen de tcrmen 2‘ 24 en -—3}-9—2-3- en krijgen hierdoor

gB }’2 ox
— + S i + = 0
ox T gBl Yt T g7 x T 273 (56)
58
P;.z. 13g
TWIx T 0
hetgeen tenslotte om te zetten is in:
3 ;] Woo3% Pl A 29" am
Mets - .
okz = _%3 s A= i@i.é._ cY = 290! (59)
- i - ¥ e [ SR> ]
g 7 ogpe c?B%H-

wordt de vergelijking

2 . 2 Q
“‘2 '“3" )Pamt 1 =0 (60)

Bekijken we nu de oplossing met tweedimensionale Laplace-transformaties
van de differentiaalvergelijking (56)
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als de randvoorwaarden luiden

7 (0,t) = A(%) L {100, 8)= ate)
nx(0:%) = B(%) Ly (0, 8)) = B(m)
M (x,0) = 0 'r\'t(x,O) =0

Een tweedimensionale Laplace-transforratie zet de differentiaalvergelij-
king on in:

2.2

s°L M (x,8)§ - sLy {1 (0,8)] - L L(0,8)] -

- k2022 {m (x, 0] +a By i (5,00 + oL5TY {N(x, 00 -

-y B () ) ¢ T {n (x,0)) = 0
Hieruit ontstaat door inveoering van de randvoorwaarden:

{82 -(a2e? +y o) {q(x,0)) = 5 (@) - B(@)

(s + \/a? <%+ yo (s -\‘ oCrlrya) L‘?h (x,‘c)s = sa(g) - bla)

We dragen er nu zorg voor, dat s= \/32<72+ Yy g een wortel is van het
rechterlid.
Dit levert ons de geldigheidsvoorwaarde

b)) =\u 2o Prge al@) (61)

Tevens is dan:
3
2 {7 (x,0) ) = 8(7) (62)
s +M@i g T &a

Volgens (44) vinden we hieruit voor " (x,%):

it

Voor ¢ ¢ o X ~\(x,t) 0

-3 Lx
e % A" A(t - x) +

i}

Voor t Yo x W\(x,t)
-
+/ 3L 2K Wx - 1,03 4, /e 2 GA2 at-T)at
ol X
De voortplantingssnelheid van het begin der storing is in dit gevals

1. \/% {/g—x; (63)

Bekijken we vervolgens de iets scherpere differentiaalvergelijking

22y 2 32y 029 0
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net dezelfde randvoorwaarden

9 (0,%) = A(%) Ly 11(0,9)] = a()
9,.(0,%) = B(%) L, {7x (0:%))= B(e)
?(K,O) = 0 : ’7;‘_’ (X,O) = 0

{60) wordt door een tweedirensionale Laplace transforratie omgezet ing

2 2{

7 (xy8)}= 8Bl {1 (0,8)) - L1 {4:€0, )} -
-d g QLEM (x,t)} + 2l L) IL")(X’O)S +o&2L}'t {m3(x,0) } -

- 2p 80T (xt)) + 230 L7 (0,4))+2p oLy {7 (x,00} -2,37 (0,0)
-¥o L M (x,t) + L} h(x,O)} =0

Met de randvoorwaarden volgt hieruit

(82 ~2( 87 - @l 2 -yq) 12 M(x,t)}r—* (s-2aq¢) ale) - ble)

{(s—(&c‘) - (ﬁ +&2)g~2_ XG.)}LZ{,,} (x,t)§ = (8- 2;,3,,) a(o-) = blo)

(3"‘{}‘3’ +\/({3 2+d\2)0"2+ X’r )(s-—(‘qur..\/([qg-}- €J~2)G"2+ J‘g") Li*}(x,‘t)} =

= (s- 2p¢) & () = B(e)

Ov. de holonorphie te verzekeren, roet het rechterlid de wortel bezitten

o =5 +V(p 2Dty

hetgeen de voorwaarde oplevert

ve) = (mar +V (g aPl el y o) alg) (64)
terwijl tevenss 5 (@)
1 m(x,t) = A — (65)
N , | g+ Ve eye
&0 2 = 2+ 2

Maar dan vinden we voor n) (x,t) volgens (45):

Voor %< (¢ -w‘%)‘t M (x,t) =0 y
- x
Voor t (! -.’3 )x m (x,t) = %% Ait—-(l‘-ﬁ )x} +
+
- ~*§§ ("C+[,§ X)
+ % @ ,_.'me——— V(“f '(* X)g }2 2)
N /D" A

(B A (T+ax)"-Fx A(t~T)aT
(66)

Voor de voortplantingssnelheid van het begin der storing vinden we in
dit geval:
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De andere punten planten zich net een geringere snelheid voort.
Ter illustratie is de vervorning berekend van een storing

3 P1-(amie) )

% 41"\ 22000

A(t) = mo’@"“ e

ter plaatse x=18800, als de gegevens van het kanaalprofiel verder
luiden H=5,50 nj W=B=100 m; ?%“3500 m3/sec ~.56(}0.

Van deze berekening werd het resultaat verder opgedragen in bijgaande
grafiek.
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MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM-O.

TELEF. 51660-56643

Cursus Methoden der Mathematische Phvsica (vervolg)
te 's-—-Gravenhage
Aanvulling van de 16° Voordracht

Sprekers: Ir R.W.Trense.

Bij het behandelde probleem van de hoogwatergolf kan de bewegingsverge-
1ijking nog verder verscherpt worden, terwijl bovendien de continuiteits—
vergelijking kan worden uitgebreid met een z.g. ‘regenfunctie®. De ver-
scherping van de bewegingsvergelijking verkrijgen we door een nadere
beschouwing van %%. Hierin is V = «%% « 20 B als constant wordt opgevat,
is:s

av _ 0V PV D .9 Q> ,2y__129. .2 29 Q 2H _
S at(BH) * B 5xCEE) "BHB'!:"'B2H2 9% g2 ot
_ 8% aH
B X
gesubstitueerd ins
2
2H, 147, 2 o
x 8 CeB°H
ontst .at: P
2
_.._95__;.2_11_..3 LOH L 129 0 29 . _9° _ g,
b gBoHS D% gpp? o6 EPH 3t g2y Tx T (2pP3

Bij de continuiteitsvergelijking kunnen we er rekening mee houden, dat
er gedurende de voértschrijding van een hoogwatergolf op de beschouwde

sfrekking de mogelijkheid bestaat van een plaatselijke toevoer van re-—

1)

genwater. De strekking is dan niet "bronvrij'. Geven we dit bronde-

‘biet per strekkende lengte-eenheid algemeen weer door R(x,t) zo wordt

de continuiteitsvergelijking

~(aQ )X + R(x,t)dx = W ax -%-_—tH-,
ofwel
-5—-% + %% = R(x,t).
We stellen weer
H(x,t) = Ho(x) + M (x,t)
Aax,t) = Q,  + alx,t)

waarin n (x,%) en q(x,t) de storingen voorstellen van H en Q.
Na substitutie en linearisatie, wordt de bewegingsvergelijking:

- —

1) Op dit verschijﬁéel werd ik attent gemaakt door Ir P.J. Wemelsfelder,
Hoofdingenieur Rijkswaterstaat.
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i 2 2 2
y X gBQ 3 02321-{ 3T 3x gB2H03 gBH_ 2758 "

1 J Qo ) q 2Qoq
4 379 - +
B, 0t gB°H ° % ¢“B°H_ 37
Yoor de vvenwichtstoestand geldt

2 H (%) Q.2 a.°
‘T“““"*ﬂ“*é*é”‘f"o

Na vermeglgvuldiging met 7 ontstaat dan ook de vergelijking
Q QW 3n W 4 Q o ) g 2Q‘W

(1 - =3y - —2 L+ ST TR Y 3
gBH X gBH, &5, gB°H < 0 % CBH

q = 0.

Terwijl voor de continuiteitsvergelijking te schrijven is

w—%ﬂg + -%—% = R(x,t)

Zij (1 o Q02  )W = W" W = dz' *QOW =/3
gBQHOS ' 8B, " 2gB%H >
2Q W
Q = X
R

Als we voorlopig R{x,t) nul stellen is dus allereerst het stelsel op te

lossen:
2

t
2 2 29 2a -
W% 2/33_331;'* xSy pa=0
LRy A
Met als ranﬁvoorwaarden
7 (0,t) = A(t) L'y q(o,)} = a(e)
n(x,0) =0 ‘
q(o,t) = C(t) L', {q(o,t)‘g = ol &)
Q(xro) =0
Passen we op het stelsel een 2 dimensionale Laplace Iransformatie toe

Wsl? {m| - Wa(o) - 24Bc12{n} + <2124 q} +

+ 2p 8L {q} - 2pt o( ) +3/L2 {q} =

WWLQQ )+ aLQ{Q\) - c(o) =

ofwel
(W'g - 2/530-)1425'11‘1 - (GLECT"+ 2p 8 -pdz)Lg lqt = Walo) + 2pc(o)
Wszqu ~+812{qﬁ = ¢( o),

zodat
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&20“’4..‘

s alo) - e(a)
LEM’S =3 W i |
8° - 2p7— g0~ m(ok20*2+3'0“)
‘ W Tt
Zi,;wp Lol W,ox ndz; WHY a/c
0L02+f502=-‘- qu
s a(o) --‘i‘—%l—c(m)

I? {m} =

(S—ﬂ W+V Evhdfqﬁ(s—/%Gwﬂ/%2r2+gh¢3

In verband met de eis van holomorfie in het gebied Rs >0; R¢ > 0 krijgen
we de voorwaarde

(poo+ 1/8020-2 + yco:) a(o) = 3{%& c(a),

zodat

LZ{*}E - a( o)

»

8 = ,0+ '1/5020“2 + 89

c

Inverse transformatie wvoert tot:
‘t<(<§c—-(lc)x m (x,t) = O

o ?ﬁ XA {t-( 5

t > ( éc - f’c)x vz(x,t) = C—-/sc)x +
t "—iﬁ-ﬁ'(r"'{bcx)
be 2 Jc 1
ST :
(§g-pix °© Vizer 2= 5%

.11(_2_1;%)/(“/503{)2_ 2 x2) Alt-)dr
c

se(o ) -chra(v) + Zﬁ%ﬁvc(m)}

(s—-,‘%co— +)/5020-2 + Jco:)(s- 1T ‘/{ e 2 G")

met als eis

1 {a} =

(pccw» \/! q* + JOCT‘)C(U”) =Woa(o) + Zﬂccrc(a*),
ofwel

(-poo+ V%02 4 p a)e(e) = ica(a)
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( $202 = p2a% + g adele) =W p o+ VE22 + g )a(o)

2 2
dag—‘frcd"

e(ad) = a(p, o+ VSCE %+ XOO")a(O')

- 2
(Rao+ \/502 ¢2 + p o )a(c) = i;%—’f-'{-c(o“)»

Dezelfde voorwaarde dus als reeds werd afgeleid.
Hiermee wordt

¥ {qy = e

2 2 i
8 ~/f,0+ *\/50 TS+ f T

Transformatie terug levert:

t < 50 - Po)x a(x,t) =0
95, - po)x a(x,t) =
I
T{x
= e c C{t—-(cfc—/jc)xlr +
{c
% —»-—-—-g('t + £ x)
+ f %%}f_ o 250 ° 1
oo polz B0 TR

— 4 72, )
11(5—55’-1/( T+ pX)5- 4 x5Ot T et

.

Het begin van de storing plant zich met een snelheid voort:

2 2 ‘ )

1 - 1 ___1/0‘0 +ﬁ§ t3 3/12 +(/3§)2+ ﬁc,
c(-p 2 27 0(0 & o

" Pe Vo, "+n, - A, e ¢ c

,° 5
2 W' B 0
U% = = gH U=z)1 - gH
“05 W W o% gBQHOSPW )

Po _maw 30" wip . _Bw Yo B,
%2 agBﬁﬁoﬁ T W &% oW ﬁﬁ; o
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- Voezen we mu de regenfunctie in
Zijs
12 [ R(x,6)Yy = v(s, @)
Het stelsel differentisalvergelijkingen wordt hiermee na transformatie

('w*a—-zp‘ﬁr)xﬁ {q} +(¢20“'+2{5 3*&’)12 fay =ta(o )+2 pc(a)
Wet?{nd) +  s1?4q} = o(® ) ™+ s, o).

Noemen we n ° de hoogwatergolf zonder regen en 7 r de verandering hier-
van door de regen, zo is

0K20“+ 20h8 +F
T

r(s, g )

2 2
1? iy 2® gy - , e —
(s= poo+ \/S s Yoo W= p o= V8 p.o)
Een oplossing is alleen mogelijk als r(s, ¢) deelbaar is door
2"‘"""‘"“"‘““")

S ﬂcﬂ“ﬂ’x/z;2g~ + Kb

Z1ij bijve

x(s, T) = (8- p o= ’\/5 a~+éfca") u(s, o)

12 fny =12 gny - (20x 20 - Ja(s10)
T 0 .
W(s- /_l,co-'l- ’\/é q~ + gc

- 2
S Zij i = % U+W% Bs + &

u(s, o) = h(s, o)

en zij de inverse transformatie van h(s, o ): H(x,t)
1

" Nu is de tweedimensionale Laplace-Transformatie
8= P+ 1/5 0‘*6’0 van
t(((gc -Pc)x G(x,y) = 0
_ ¢
t > ( Sc - [ )x G(x,y)=e Um{x.l*t-( Jc" ﬁc]x} +
5 2( ¢+ Be x)
NI bz (T a0 6557),
‘l/(t+ Ao x)2 rf 2 2 294
zodat dus

er(xat) z\qo(x,t) + G(x,y)* H(x,y) =

x 1
sygmt) + [ [a(, TH(x- &, - )ad v
o 0



